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ВВЕДЕНИЕ, 


Все, что можно увеличивать и уменьшать, мы назые 
ваемъ величиною. Такъ напр. различныя свойства тЬль: 
твердость, упругость, вЪсъ, протяжеше и друмМя мо- 
гутъ быть разсматриваемы какъ величины, потому что 
ТБла могуть имЪть большую или меныпую твердость, 
большую или меньшую упругость, больший или мень- 
шШ вЪъеъ, большее или меньшее протяжеше. Учеше о 
величинахъ вообще называется математикою; отдвлъ 
же математики, содержащий учеше о протяжеши, назы- 
вается Геометрёео. *) : 


Геометрия разсматриваетъ твла только относительно 
пространства ими занимаемаго, не обращая вниманя на 
друмя ихъ свойства, и вслЪдств!е этого геометрическим 
тьломь, или просто тьломь въ Геометри называютъ 
пространство, со всфхъ сторонъ ограниченное, незави- 
симо отъ вещества его наполняющаго, 


*) Греческое слово Геометрёя означаеть землемёруе (й 7й — 
ЗеМАЯ, ратрёо — мёрю), и указываеть на первоначальное прило- 
жене ея, состоявшее въ измёреши разстолнй на земной по- 
верхности. Заслуга научнаго развили Геометри пранадзежить 
древнимъ Грекамъ, а между пими въ особенности замфчателень 
въ этомь отношен!и Евкаидъ, (300—950 авть до Р. Х.), соста* 
вивш!Й учеше элементарной Геометри въ томъ видь, въ ка> 
кому, оно и до сихъ поръ осталось. 


п 


Предьль тфла называется поверхиостью, предфлъ по- 
верхности — лишею, предфль лини — точкою. 


Тьла имвютъ три измвреня: длину, ширину и высо- 
ту; поверхности — два измфрешя: длиу и ширину, ли- 
ши — одно измфреше: дьину, а точка не имфеть ни- 
какого измёреня. 


Геометрическя лини и точки не могутъ быть пред- 
ставлены чертежемъ; всякая начерченная линя или то- 
чка имъетъ нЪкоторую ширину и высоту и предста- 
рщеть поэтому тфло, котораго два или всё три измф- 
ревя весьма малы. 


Такъ какъ поверхность есть пре; 


, ьлъ тфла, лишя—пре- 
длъ поверхности, точка—предфль лиши, то нельзя раз- 
сматривать тфло какъ рлдъ послфдовательныхь поверх- 
ноте, [поверхность какъ ряду» послЪдовательныхъ ли- 
нШ и линйо какъ рядъ послфдовательныхь точекъ, но 
можно вообразить, что движешемъ поверхности обра- 
зуется тфло, движешемь лини — поверхность, движенемт 
точки — лини, Если разсматриваемъ линию какъ происшел- 
шую оть перемфщешя точки, то въ такомъ случа линя 
содержить вов места, чрезъ которыя точка послвдова- 
тельно переходила, и при такомъ представлени, линя 
называется геометрическимь мъстома точек, которыя 
она содержитъ. 


Лиши бываютъ ирямыл и кривыл; прямая лин!я назы- 
вается просто прямая. Разлище между прямой и кри- 
вой лишею не можеть быть объяснено; оно сознается 
лено и опредфаенно каждымъ. Поняте о прямой линт 
принадлежить къ основнымъ понямямъ, не допускаю- 
щимъ никакого опредзления. 


Аин, составленная изъ нёсколькихь прямыхъ, не въ 
одной прямой лежащихъ, называется оманой. 


Ш 


Поверхности бываютъ ялюсия и кривыя; когда всякая 
прямая лин, соединяющая двф камя-нибудь точки по- 
верхности, лежитъ вся на этой поверхности, то такая 
поверхность называется плоскою или просто плоскостйо, 
всякая же поверхность, не состоящая изъ плоскостей 
называется кривою. 


Геометрия длится на Геометрио на плоскости, назы- 
ваемую Планиметрею, и Геометрио въ рпространетвъ, 
называемую Слерсометрёею; въ первой разсматриваются 
протяженя, которыя могутъ быть представлены на пло- 
скости, во второй разсматриваются протяжешя, кото- 
рыя не могутъ быть представлены па плоскости; въ 
этой же части изучаются по преимуществу свойства 
геометрическихъ тЪлъ. 


Планиметря вмфств съ Стереометрею называется 
элементарной Геометрёею, въ отлиЧе отъ высшей Гео- 
‚метре, изслБдующей преимущественно свойства кри- 
выхъ лин и поверхностей. 


ВсеЪ геометрическя заключешя выводятся изъ н$кото- 
рыхъ истинъ, самихъ собою очевидныхъ; тая истины 
называются акс.мами. Тая аксомы суть напр. пред- 
ложеня: цфлое равно сумм всфхъ своихъ частей; ц®- 
лое больше каждой изъ свойхъ частей; дв величины 
равныя порознь третьей, равны между собою; если отъ 
равныхъ величинъ отнимемъь по ровну или къ нимъ при- 
бавимъ по ровну, то получатся величины раввыя, ит. и. 


ТГеоремою или предложешемь называется истина, кото- 
рая становится очевидною только посл нЪкотораго ря- 
да разсужденй. Эти разсуждешя, обнаруживающия спра- 
ведливость теоремы, называются доказательстволь. 


Проблемою или задачею называется вопросъ, отвЪтъ на 
который, основывается на доказанныхь предложен яхъ. 


У 


Меммою называется теорема, которая не имфетъ не 
посредетвенной связи съ предъидущими теоремами, но 
вводится для доказательства другой болфе важной тео- 
ремы или для рёшеня задачи. 

Всякая теорема состоить изъ двухъ частей: изъ пред- 
положешл и заключешл изъ него выводимаго. Теорема 
называется обратною въ отношении другой, когда заклю- 
чен!е становится предположешемъ и предположен!е— за- 
ключешемъ. Не вс обратныя предложен!я справедливы. 


ЧАСТЬ 1. 
ПЛАНИМЕТРИЯ. 


ГЛАВА 1. 


О прямыхъ линяхъ и углахъ. 


$ 1. Аксгома. Прямал лишил есть кратчайшее разсто- 
лше между двумя точками. 

Это предложеше слфдуетъ прямо изъ понятя, которое 
мы имфемъ о прямой лини. 

Такъ какъ между двумя точками можеть быть только 
одно кратчайшее разстояше, то между двумя точками 
моэкно вообразить только одну прямую линю, — это зна- 
чить, что дв точки вполнё опредфляютъ положен!е пря- 
мой лиши чрезъ нихъ проходящей. 

Изъ этихъ основныхь свойствъ прямой слфдуетъ, что 
дв прямыя, пересъкающиея вЪ одной точкЪ, въ другой 
точкф боле встрётиться не могутъ, потому что иначе 
чрезъ ть же двЪ точки проходили бы двЪ различныя 
прямыл, между тёмъ какъ между двумя точками возможна 
только одна прямая. 

Приложивъ къ двумъ точкамъ А и В (черт. 1) ли- 

нейку и проведя ‘по ней черту, 
А в получимъ изображене прямой. Это 
изображение называется также пря- 


Черт. 1. 
мой линею, хотя между изображешемъ и самой линею есть 


существенное различе: прямая лишя можеть быть про- 


еб, 


ведена только мысленно и доступна только воображению, 
между т$мъ какъ изображеше ея представляетъ тЪло, 
имБющее весьма малую ширину и высоту. (*) Прямая 
лия обозначается двумя буквами, поставленными въ 
двухъ какихъ-нибудь точкахъ ея, и эти двЪ буквы со- 
ставляютъ назваше лини; такъ напр. прямая лишя въ 
черт. { называется линНею АВ. 

$ 2. Уломь называется неопредълениал часть плоско- 
сти. заключениап между двумя прямыми, выходящими 
изь одной точки. Точка В (черт. 2) изъ которой выхо- 
дятъ лини называетсл вершиною, са- 
мыя же лини ВА и ВС, составляюция 
уголь, сторонами его. Уголъ 0боз- 
начается тремя буквами АВС, такъ 

Черт. 2. что буква стоящая у вершины ста- 

вится между двумя другими буквами. 

Уголь обозначается иногда и одной буквою №, стоя- 
щею` увершины, или буквою а поставленной внутри его. 

Вмифсто слова уголъ употребляется также знакъ С. 
с При представлен ‘угла не прини- 


м маемъ въ соображене длину его сто- 
= ронъ; такъ напримёрь АВС и ГВМ 

г — д (черт. 3) означають одинъ и тотъ 
Черт, 3. же уголъ. 


(°) Зампмаще. Если разстояше двухъ точекъ слишкомъ зна- 
чительно, чтобы провести чрезъ нихъ прямую зинйо съ помо- 
ЩюЮ динейки, въ такомъ случа натягиваютъ между этими точ- 
ками веревку предварительно покрытую слоемъ какого-нибудь 
окрашивающуго вещества; приводя натянутую веревку въ со- 
трясеше, получимъ на поверхности окрашенный слдъ ея, ко- 
торый изображаетъ прямую аиню. 

Когда требуется провести на поверхности земли прямую ли- 
нИо весьма значительной длины, въ такомъ случа отмфчають 
только концы этой зиши и ифкоторыя точки между ними, съ 
помощию знаковъ, называемыхь въьхами. 


Е 


$ 3. Два угла АВС и А.В, С, (черт. 4) называются 
равными, независимо отъ 
8 длины ихь сторонъ, когда 
ре наложивъ вершину В, на 
А, вершину В а сторону ВА, 
Черт. о на сторону ВА, найдемъ, 

что другая сторона В.С, сольется съ стороною ВС. 


Когда же при наложеши вершины В, угла 4, В.С, 

с, (черт. 5) навершину В угла 

о "АВС и стороны В.А, на ето- 

рону ВА, найдемъ, что сто- 

С Арона №,С, направлена. по ли- 

Черт. 5. нм ВС,, лежащей внутри 

угла АВС то говорятъ, что уголь А,В,С, меньше угла 
АВС, иди уголь АВС больше угла А,В,С,. 


Е же уголъ 4,В,С, (черт. 6) приложимъ къ углу 
АВС такъ, чтобы вершина В, 
совпала съ вершиною В, сто- 
рона В,А, слилась съ стороною 
А, ВС и сторона В,С, была на- 
Черт. 6. правлена по лини ВС,, лежа- 
щей вы угла АВС, то составится уголь АВС,, который 
называется суммою двухъ угловь АВС и А,В,С,. 


Если положимъ, что уголь А,В,С, (черт. 7) меньше 
угла АВС, и наложимъ первый 

с с, уголь на второй такъ, бы вер- 
РИ Ре - шина В, совпала съ вершиною 
“_ = В, сторона В,А, слилась съ сто- 
ы чан. ‘роною ВА, а сторона ВС, была 
направлена по лини ВС,, лежащей внутри угла АВС, 
то составится уголь С,В С, который называется раз- 


ностью двухъ угаовъ АВС и А, В,С.. 


а 


Если изъ точки О’ (черт. 8) выходятъ нЪсколько лин!й 

Е р ОА, ОВ, ОС, ОВиоЕ, образующихъ рав- 
ные углы АОВ, ВОС, СОР и БОЕ, то 

в уголь 40С равенъ углу АОВ два раза 

взлтому, уголь АОР равенъ углу АОВ 

о дтри раза взлтому, и уголь АОЕ ра- 

Черт. 8. венъ углу АОВ четыре раза взятому. 
Наоборотъ, уголь АОВ есть половина угла АОС, третья 
часть угла АОР и четвертая часть угла АОЕ. 

Изъ сказаннаго въ этомъ 6 заключаемъ, что углы мо- 
гуть быть разсматриваемы какъ величины, надъ кото- 
рыми, какъ надъ всфми величинами, можно производить 
четыре" ариеметичесмя дфйствя: сложеше, вычиташе, 
умпожеше и дфлеше. 

$ 4. Два угла АВС и РВС (черт. 9), имвющще общую 

Черт. 9. вершину В, одну общую сторону 
ВС и двф друмя стороны ВА и Вр 
на одной прямой, называются смеж- 
пыли умами. 


зв Когда два смежныхь угла АВС и 

РВС (черт. 10) равны, то каждый 

изъ пихь называется прлмымь 

ПВ еА Угломе; слЪдов. прлмой узел есть 


Черт, 40, один изь двужь равны смеженьсь, 
улова. Лишя ВС (черт. 10), составляющая съ лишею Ар 
прямой уголъ, называется лишею перпендикуллрною или 
просто перпеидикуллромь, а точка пересфчешя В перпен- 
дикуляра СВ съ лишею АР — осповашемь перпендикуляра. 

Перпендикулярность двухъ линй Аи ВС означается 
иногда такъ: ВСР АП. 

Всякая лини, неперпендикулярная къдругой, называется. 
отпосительно послфдней наклонной лишею. 

Углы въ отношенм къ прямому углу раздфаяются на 
углы острые и тупые; острымь угломъ пазывается уголъ 
меньшй прямаго, а тупымъ — большй прямаго. 


се 


рь 


$ 5. Теорема. Ве прямые узлы равны между собою. 

Пусть будуть АВС и А, В.С, (черт. 14) два прямыхъ 
Угла, требуется доказать, что они равны между собою. 

„Доказ. Замфтимъ, что одинъ изъ способовъ обнару- 
жить справедливость какого нибудь предложен!я состоитъ 
вЪ томъ, что доказывается невозможность противнаго 
предложен; такъ напр. вмфсто того, чтобы доказать» 
что прямые углы равны, можно доказать, что прямые 
углы не могутъ быть различны между собою. Этоть спо- 
собъ обнаруживать справедливость предложен, назы- 
вается доказательствоме отв противнаю. 

Приложимь ототь способъ къ обнаруженно равенства 
прямыхъ угловъ. 

Пусть будуть, если это возможно АВС и А, В,С, 
(черт. 14) два прямыхъ угла не 
равныхъ между собою, и полож- 
имъ, что уголь 4А,В,С, меньше 
угла АВС. Продолживъ стороны 
АВиА, В, и замтивъ, что прямой 
д, УГОЛЬ есть одинъ изъ двухъ рав- 

ныхъ смежныхь угловъ ($4), за- 

Черт. 44. ключаемъ, что прямой уголь АВС 
равенъ своему смежному углу ОВС, и равнымъ образомь 
прямой уголь А, В, С, равенъ своему смежному углу 2, В,С,. 
Предположивъ же, что уголь А, В, С, меньше угла АВС, 
мы, вслёдстые сказаннаго равенства угловъ, должны 
очевидно допустить, что и уголь 0, В, С, меньше угла 
ЛВС. Когда же наложимъ линйо А,Р, на лино АР 
такъ, чтобъ точка В, совпала съ точкою В, то всафд- 
стые сдфланнаго предположешя, что уголъ А, В,С, мень- 
ше угла АВС, сторона В,С, будетъ направлена по ли- 
ни ВЕ, лежащей внутри угла АВС; а такъ какъ изъ 
того же предположеня слфдуетъ, что и уголь О, В, С, 
меньше угла ОВС, то сторона В,С, въ тоже время 


вов 


О 


должна быть направлена по линш ВЕ, лежащей внутри 
угла ОВС; это очевидно не возможно. . 

И такъ предположеше, что два прямыхъ угла не рав- 
ны между собою, приводитъ къ нелБиому заключению, 
что прямая лиШя должна имёть въ одно и тоже время 
два различныхь положешя Изъ этого мы заключаемъ, 
что всЪ прямые углы должны быть равны между собою. 

Прямой уголъ обозначается иногда буквою 4, и съ нимъ, 
какъ съ величиною постоянною, сравниваютъ друме 
углы. 

Изъ предложеня, въ этомъ $ доказаннаго, слфдуеть, 
что 0% точиь чежащей иа прлмой можно ко пей про- 
вести только одииь перпендикулярь; всякая другая ли- 
Ш, проведенная чрезъ эту точку, составитъ съ этой 
прямой или уголъ острый или уголъ тупой. 


$6. Теорема. Всякая пара смежныхь углов равна 
9вумз прлмылмь. 


Положимъ, что АВСи СВП (черт. 12) суть смежные 
углы, требуется доказать, что 


АВС ОВС = 34. 


‚Доказ. Вообразивь линию ВЕ пер- 
пендикулярную къ лини АО, находимъ 


АВС + СВЕ=а; ВЕНА. 


о 


в 
Черт, 19. 


Сложивъ эти два равенства, замфтивъ при этомъ, что 
углы СВЕ и ОВЕ вмъетВ составляютъ одинъ уголъ РВС, 
находимъ 

АВС -- 2ВС=34. 


Изъ этого предложешя слфдуетъ: 

4. Одна пара смежныхъ угловъ равна другой пар. 

2. Если одинъ изъ двухь смежныхъ угловъ острый, 
то другой будетъ тупой, и наоборотъ. 


СЯ — 


3. Сумма угловъ 4ВС, СВР, БВЕ, ЕВЕ (черт. 13), 
лежащихъ по одной 
сторон прямой 4, 


В 


е . я Ее д равна двумъ пря- 
Е Е мымъ, потому что 
в ока вмЪетЪ они соста- 

Черт. 13. Черт. 44. вляютъ одну пару 


смежныхъ угловъ, напр. пару смежныхь угловъ АВС 
и СВЕ. 


4. Сумма угловъ АОВ, ВОС, СО, РОЕ, ЕОЕ, ЕОС 
и СОА (черт. 14), лежащихъ около одной точки, равна 
четыремъ прямымъ. 


Обратная теорема. Еслидва ул: АВС и ВС (чер. 15), 
имьютз общую вершину В, одпу общую 
сторону ВС и вмпсть равиы двумь прл- 
мымь, то двъ друид стороны ВА и ВО 
дежать на одной прямой лиши, и образу- 
ють по этому углы смежные. 


Черт, 45. 


Доказ. Положимъ, что ОВА есть не прямая а лома- 
ная лины, и пусть будеть ВЕ продолжеше стороны АВ, 
такъ что АВС и ЕВС будутъ углы смежные. Такъ какъ, 
по $ 6, сумма смежныхъ угловъ АВСи ЕВС равна 94, 
и, по положенйо, сумма двухъ угловъ АВС и ОВС также 
равна 24, то 


АВС -+. ЕВСЕАВС--ЬВС. 


Отнявъ по углу АВС, находимъ, что углы ЕВС и РВС 
равны между собою, что очевидно невозможно, потому 
что уголъ ОВС есть только часть угла ЕВС. 


Сафлов. предположене, что ЮВА не есть прямая ли- 
вия, приводить къ нелБиому заключению, что часть рав- 
на своему цЪлому. 


ь О 


должна быть нзправдена по лини ВЕ, дежащей внутри 
уга ОВС; ото очевидно не возможно, 

И такъ предиоложеню, что два прамыхъ угла не раи- 
ны между собою, приводить къ нелиюму заключешю, 
что прямая дин доажиа имфть въ одно и тоже время 
два раздичныхь положешя Изъ этого мы закзючаемь 
что вс прямые углы доджны быть равны межау собою 
] Прямой уголь обозначается иногда буквою /, и съ ним, 
зичиною постоянно, сравнивають арупе 


какъ съ 
углы. 


Изъ презложешя, въ этомъ & доказаннаго, сафлуеть, 
что ив точкь лежонщей на прямой можно кв ней про- 
и другая ди- 
эвить съ этой 
1. 


вести только одинь перпендикулирь: всик 
ны, проведенная чрезь эту точку, со’ 
примой иди уголь острый иди уголь туш 


с 


$6, Теорема, Псикая поро смежныхь угловь равна 


двум прямы. 
Подожимъ, что АВСи СВО (черт. 12) суть см 
р углы, требуется доказать, что 
‘ двс › рВс — 34 
ивъ дишю ВЕ пер- 


ные 


Доказ. Вооб] 
Апендикулярную къ зини АО, находим 


АВС + СВЕ 4; БОВЕ. 


ь и 
Черт 1 


Сложивъ эти два равенства, замлавъ при этом, что 
| углы СВЕ и ЮВЕ вмъсть составляють олинъ угозъ вс, 
нахолимь 


АВС 5 ПВС 24 


| Изь этого предаожешя сафлуеть: 
|1. Одиа пара емежныхь угловь равна другой п 
2. Есди одинъ изъ двухъ смежныхь угловъ острый, 
ло другой будетъ тупой, и изобороть 


о 


ЧИ 
| 3. Сумма угловъ АНС, СВО, ОВК, ЕШЕ (черт. 13). 
с в зежощихь по одной 
= Г рее сторон прямой 4, 
Е —и—щл равна двум пря 
-—\—л Е х мымъ, потому что 
: у @ вм1ст\ они соста- 
Черт. 13. Черт. 44. палють одну пару 
смежныхь угловъ, напр. пару смежныхъ угаовь АВС 

и СВЕ 


4. Сумма угловь АОН, ВОС, СОБ, ОЕ, ЕОЕ, Об 
и СОА (черт. 14), ежащихь около олной точки, равна 
четырем прамымь 


Обратноя тееремо. Еслидвя ил АВС н ОВС (чер. 15), 

с  Мирюитв общую вершину В, одну общую 

сторону ВС м вмпстт равны двумв пря- 

Ен ^ мымь, то даф бруйп стороны ВА м ВП 

дежеть на одной прямой лиши, м оброзу- 
Черт. 15. ють по этому умы смежные 


| Локаз_ Положимь, что РВА есть ие прямая а лома: 
ная зиня, и пусть булеть ВЕ продолжению стороны АВ, 
такъь что АВС и Е 
по & 6, сумма сме 


С бузуть углы смежные. Такъ какъ, 
иыхъ угаовь АВСи ЕВС равна 34, 
и, по положеню, сумма двухъ углов АВС и ОШС также 
равна 24, то С 


АВЕ + ЕВЕ Ск ОВе. 


Отнявтъ по углу АЙС, находимъ, что углы ЕВС и РВС 
равны между собою, что очевидно невозможно, потому 
| что уголь ИВС есть только часть угла ЕВС. 


Сафлов. предиоложеше, что ПИ ие есть прямая 4и- 


у ны, приводить къ нелфиому заключеню, что часть рав. 
{ на своему цЪъзому 
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в $ 7. Углы АОВ и СОЮ, равно и углы 
ВОС и АО (черт. 16), составленные 
ЕТО Адвумя пересфкающимися линями Аб и 
} ОВ, называются углами вертикальными 
ве 16. или противуположными. 

Теоремл. Вертикальные угля равны между собою. 
Пусть будуть АОВ и СОР (черт. 16) вертикальные уг- 
лы, требуется доказать, что Г. АОВ = (. ООС. 

„Доказ. Замвтивъ, что углы АОВ и АОП составляютъ 
пару смежныхь угловъ, также углы АОР и ОС и что, 
по 66 сабд. 1, одна пара смежныхь угловъ равна другой 


пар, находимъ: 
АОВ + АО = АО -- 20С. 


Отнявъ по равному углу АОФ, находимь АОВ=РОС. 
Подобнымъ же образомь доказывается, что ВОС=АОР. 
Обратная теорема. Если два равныхь узла АОВ и 
в СОШ (черт. 47) имъютвь общую вершину 0 
и двь стороны ОВ и ОС на одной прямой 
—Алиши, то м дв» друйл стороны ОА и ОБ 
составллютз одну прлмую лшшю, и обра- 
зують поэтому узы противуполосные. 


с 

Черт, 47. 

„Доказ. Положимъ, что АОД есть не прямая, но ломаная 
диня, и пусть будетъ ОЕ продолжеше стороны 40, тог- 
да углы АОВ и СОЕ будутъ углы противуположные и, 
по доказанному, равные между собою. Но, по положению, 
‘уголь РОС равенъ углу АОВ; слфловательно уголь ЕОС 
долженъ равняться углу СО, что очевидно не возможно, 
потому что СОЕ есть только часть угла СОР. И такъ 
предположеше, что АОЛ не есть прямая линя, приво- 
дитъ къ нелфпому заключенйо, что часть равна своему 


цфлому. 


= 


ГЛАВА ПИ. 
О фигурахъ. 


О чигурахь воовще. РАВЕНСТВО тРиУГОЛЬьНиковЪ. Свойство пЕР- 
ПЕРДИКУЛЯРА И ИАКЛОННЫХЪ. Задачи. 


О фигурахъ вообще. 


$ 8. Часть плоскости, со вебхъ сторонъ ограничен- 
ная, называется фигурою, предфлъ ел периметромь. Когда 
фигура ограничена прямыми линями, то она называется 
прямолинейною, когда же ограничена одной или нф- 
сколькими кривыми диными — криволинейною фигурою. 
Линт, ограничивающи фигуру, называются сторонали ея, 

Прямолинейная фигура АВС (черт. 18), ограниченная 


в ое с тремя сторонами, назы- 

в р вается триугольникоме, 

Ив фигура АВСХ (чер. 19), 
А. СА рА Е ограниченная четырьмя 
Черт. 48. — Черт, 49. — Черт. 30. Сторонами, — четырет- 


угольникоме, фигура АВСРЕ (чер. 20), ограниченная 
пятью сторонами, — плтиугольникоме и т.д. Фигура, 
ограниченная болфе нежели четырьмя Сторонами, назы- 
вается также миогоузюлиникогма. 

Уголь, составленный двумя послдовательными сторо- 


3, С нами многоугольника, напр. уголь АВС. 
ый т шестиугольника АВСРЕЕ (черт. 21), 
—— 1 называется внутренним узлом, или 

А просто 2.10.5 многоугольника, а уголъ, 
составленный одной стороноюи продол- 

Ну женемьъ другой, смежной съ ней какъ 


наир. уголь АКС, — виьшиимь угломь 


= 44 


многоугольника. Когда внутреныйй уголъ многоугольника 
бодфе двухъь прямыхъ, какъ напр. уголь Ё, въ такомъ 
случав онъ пазывается ваодящииь. 
Очевидно, что во веякомъ многоугольникЪ число его 
угловъ равняется числу его сторонъ. 
$ 9. /Дтагональю многоугольника называется лин, сое- 
диняющая вершины двухъ угловъ, не прилежащихь къ 
одной сторон, напр. 
линя АС (черт. 92). 
Очевидно, что триуголь- 
``, сеникъ не имфетъ дтагона- 


= ый ли; изъ каждаго угла 
р четырехугольника можно 
Черт, 92, Черт, 23. провести только одну 


драгональ, напр. изъ угла А (черт. 23) дагональ АС; 
изъ каждаго угла пятиугольника можно провести дв 
дюганали, напр. изъ угла А (черт. 22) дагонали АС и 
АБ; ит. д. 

Такъ какъ изъ какого нибудь угла А многоугольника 
АВСЬЕЕС (черт. 24) можно про- 
вести дагонали къ вершинамъ 
всЪхъ ‘угловъ, исключая только 
два Ви С— ближайше къ 4, 
то очевидно, что наз казсдао угла 
многозлольника моно провести 
столько дгаюнадей, сколько много- 


Черт. 24. 
Угодьникь имьеть- сторонь без5 трет. 
$ 10. Дтагонали, выхоляшия изъ какой нибудь вер- 
шины А многоугольника (черт. 24), раздфляютъ его на 
триугольниви. Каждый изъ этихъ триугольниковъ со- 


держитъ по одной сторон многоугольника, за исклю- - 


чешемъ двухъ крайнихъ триугольниковъ АВС и АСЕ, 
содержащихъ по дв стороны многоугольника; изъ этого 
слБдуетъ, что дюнали. вызродлиия изь одной вершииы 


ада 


48 = 


„иногоугольника, раздъаяють ею на столько тризгольни= 
ковё, сколько мнолоугольникь имъето сторонь безь двуть. 
Такъ напр. четырехугольникь АВСЛ (черт. 23) двлитея 
дтагональю АС на два, иятиугольникъ АВСОЕ (черт. 22) 
двумя д1агоналями АСи АД на три триугольника и т. д. 
$ (И. Плоская фигура, ограниченная кривой лишею 
АВС (черт 25), которой всф точ- 

В ки отстоятъ на равномъ разстоли 

отъ одной точки О, лежащей вну- 

А с три ея, называется кругоме, самая 

же кривая — окружностью круга. 

Точка О, равно отстоящая отъ веЪхь 

та) точекь окружности, называется 

Черт. 95. центромь, лишя ОВ, соединяющая 

центръ съ какой нибудь точкою окружности — радйусоме, 

а лия АС, проходящая чрезъ центру, отъ одной точки 

окружности до другой, — д:аметромь круга. Какая ни- 
буль часть АВ окружности называется дугою. 

Всльй Фаметроь АС раздпалеть кру па деь равныя 
части АВСи АОС. Въ самомъ дфлф, стоитъ только перег- 
нуть чертежъь по даметру Аб, тогда часть АВС совпа- 
детъ съ частью АДС, потому что всф точки дуги АВС 
и дуги АОС равно отстоятъ отъ центра, 

Изъ опредълешя круга слфдуетъ, что окружность есть 
геометрическое мБсто всЪхъ точекъ, равно отстоящихъ 
отъ данной точки. 

Даля описашя окружности употребляется особый ена- 
рядъ, называемый циркулеме. Съ помощио циркуля удоб- 
но рЪ»шается задача: отъ 
точки О на лини АВ (черт. 
26) отложить часть равную 
данной лиши СР). Для это- 
го изъ точки [9] описываемъ 
кругъ радусомъ 6.0; точки 
пересфчешя Ё и М окруж- 


НЕЕ 


сы 


А № 


Черт. 


в 


ности съ прямой АВ отстоять отъ точки О на разстоянй 
равномъ СП, такъ что ОМ и ОГ, равняются СР. 


Окружность есть единственная кривая лин, которая. 
разсматривается въ элементарной Геометри. 


Равенство триугольниковъ. 


$ 12. Триугольникь АВС (черт. 97), въ которомъ всё 
вв 


А сл сл С} Ато А с 


Черт. 27. Черт. 28. Черт. 29. Черт. 30. Черт. 31. 
три стороны равны между еобою, называется равиосто- 
ронпимв, триугольникъ АВС (черт. 98), съ двумя равны- 
ми сторонами АВи СВ — равнобедрениыме, а трпуголь- 
никъ АВС (черт. 29), составленный изъ трехъ нерав- 
ныхь сторонъ — разностороннимь. Триугольникъ АВС 
(черт.30) имвющий прямой уголь С, называется прлмоу- 
зольнымь, стороны АСи ВС, заключающия прямой уголъ, — 
катетами, а сторона АВ, лежащая противъ прямаго 
угла, —гилотенузою. Триугольникъ, неимфющий прямаго 
угла, называется косоугольны.и». Косоугольный триуголь- 
никъ, котораго вс углы острые, какъ въ черт. 27, 
28, называется остроугольны.иь; триугольникъ же АВС 
(черт. 31), имвющ тупой уголь А, — тупоугольнымь. 

Одна какая-нибудь изъ сторонъ триугольника назы- 
вается основашеме, а вершина противоположнаго ей уг- 
ла — вершиною триугольника. Въ равнобедренномъ три- 
угольник®, т. е. въ триугольникв, имвющемъ дв равныя 
стороны, за основаше принимается обыкновенно не 
равная сторона. Нерпендикуляръ, опущенный изъ верши- 
ны на основаше или на продолжеше его, называется высо- 
тою. Такъ напр., если въ остроугольномъ триугольник® 


= 


АВС (черт. 39) примемъ за. основан! сторону АС, 
г м топерпендикуляръ ВО 
опущенный на нее изъ 
И. ов > кц зершипы триугольни“ 
р’) ь ка, будетъь высотою; 
Черт. 32. Черт. 33. если же въ косоуголь- 
вомъ триугольникв ММ (черт. 33), примемъ за осно- 
ваше сторону Е.М, то перпендикуляръ МО, опущенный 
изъ вершины триугольника’ на продолжене основав, 
будетъ высотою. 
(Слово триугольникъ обозначается иногда, для сокра- 
щеня, знакомъь А. 
$ 13. Теоремл. Во вслкомь триугольникть одиа сто- 
рона менье суммы двужь друаежь сторонв. 
„Доказ. Это предложеше непосредственно слвдуетъ изъ 
аксюмы © 1. 
Положимъ, что въ триугольникв АВС (черт. 34), сто- 
рона АВ больше стороны ВС; такъ 
РА какъ, по предъищему, 
АС-н СВ > АВ, 
А. с 10, вычитая по СВ, находимъ 
Черт- 34. АС >> АВ — СВ; 
т. е. каждая сторона триугольника боле разности двух5 
Оругихь сторонь. 
$14. Лемма. Если внутри триузольийка АВС (чер. 35) 
в проведемь ломапую лишю АОС, то 
АВ = ВС >> 0А-н 0С. 
Доказ. Продолживъ лино АО до 
А с пе} есбченя съ стороною ВС, ‘нахо- 

Черт. 35. димъ, по предъидущему $, 

АВ + ВО > Аб-+ 00; Ор -+ 0С >> 0С; 
складывая эти два неравенства, и замвчая, что ВрирС 
составляютъ одну линшо ВС, получимъ: 

АВ - ВС 00 >> 40 + ОС-ь 0, 


э 


= 


и если вычтемъ изъ объихъ.частей неравенства по ОД 


то находимъ 
АВ-- ВС АС-+ 0С; 


что и требовалось доказать. 


$ 15. Творвмл, Если дв стороны одною триуголь- 
иика соотвьтственио равны двумь сторонамо другаго, и 
уалы, зап.иочениые между этими сторонами также рав- 
пы, то и самые триугольники равны. 
кимъ, что (черт.36); 

АВ=А,В,; ВС = В,С, и 

уголь АВС=углу А, В, С,; 

требуется доказать, что 

^ следя с, ААВСравенъ Д 4,В/С,. 

Черт, 36. Доказ. Одинъ изъ про- 

тЬйшихь способовъ обнаружить равенство двухъ веди- 

чинъ, состоить въ томъ, что одну величину наклады- 

ваемъ на другую и удостовёряемся совпадаютъ онЪ, 

или ныть. Этотъ способъ называется способомь налоэке- 

нп, а совпадеше самыхъ величинъ — колгруенщиею. “) 

Приложимъ этотъ способъ къ доказательству равенства 
двухъ триугольниковь АВС и А, В, С,. 

Вообразимь, что уголь В, наложенъ на уголъ В; вслЪд- 

стве равенства этихъ двухъ угловъ, стороны В,А, и 
В,С, совпадутъ съ сторонами ВА и ВС; изъ равенства 
же самыхь сторонъ слфдуеть, что точка А, упадетъ на 
Аи точка В, на В; сльдов. триугольники А.В, С, и АВС 
совпадутъ и будутъ равны. 
. Изъ этого предложеня слфдуетъ, что двЪ стороны и 
уголь, заключенный между ними, опредфляютъ вполн® 
триугольникъ, потому что изъ этихъ трехъ частей мо- 
жеть быть составленъ только одинъ триугольникъ. 


*) Конгруенщя двухъ величинъ обозначаетя знакомъ: = 


О 


Если триугольники АВС и А, В,С, (черт. 36), кром® то- 
го, равнобедренные, т.е. АВ=ВСил, В, =В,С,, то мож- 
но наложить А А,В,С, на ДАВС такимъ образомъ, чтобы. 
сторона В,А, совпадала съ ВС и сторона В,С, съ ВА; 
триугольники совмЪстятся и въ этомъ положен!и; но какъ 
тотже уголь 4, при первомъ наложени совпалъ съ 
угломъ А, — а при второмъ съ угломъ С, то заключаемъ, 
что углы А и С равны между собою. Отеюда слфдуетъ: 

$46. ТкорЕмА. В5 равиобедрениомь триуюльниить 
углы при осповаши равны. 

Очевидно, что, всябдетие этой теоремы, въ равносто- 
роннемъ триугольникв вс три угла равны между собою. 

$ 17. Теоремл. Если два узла одного триугольника 
соотвьтетвенно равны двумь углам другаю, и стороны, 
лежаиия между этими узлами, также равны, то и самые 
триугольники равны. 

Положимъ, что (черт. 36) (А=/. 4; (б=ИСби 
АС= А,С,; требуетсядоказать ‚что ЛАВСравенъ ДА, В, С,. 

„Доказ. Наложимъ триугольникъ А,В,С, на триуголь- 
никъ АВС такъ, чтобы сторона 4,С, совпадала съ рав- 
ной ей стороною АС; вслфдетЫе равенства угловъ А 
и А,, сторона А,В, сольется съ стороною АВ, и вслвд- 
стве равенства угловъ С и С,, сторона С,В, сольется 
съ стороною СВ; но какъ двз прямыя могутъ пересф- 
каться только въ одной точкЪ, то точка, В, упадетъ на 
точку В. СлЬд. триугольники А,В,С, и АВС совпадаютъ. 

Изъ этого предложешя слфлуетъ, что одна сторона и 
два прилежащихъ къ ней угла опредфляютъ вполнЪ три- 
угольникъ, потому что изъ этихъ трехъ частей можеть 
быть составленъ только одинъ триугольникъ. 

Если въ триугольникахъ АВС и А,В,С, (черт. 36) 
кромф того ^ А=И Си Г.А, =Г С,, то можно наложить 
Д 4,В,С, на А АВСтакимъ образомъ, чтобы А, сов- 
мфстился съ (С, и СС, въ С А,; триугольники совпадутъ 
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и въ отомь положеши; но какъ таже линя А,В, при 
первомь наложеши совпала съ стороною АВ а при вто- 
ромъ съ стороною ВС, то изъ этого заключаемъ, что 
АВ=ВС. Отсюда слбдуетъ: 
$ {8. Ткоремл. В& триуюльникь, вв которомь два 
узла равиы, противуполоэжныя имь сторопы также равны, 
т. в. триугольникъ съ двумя равными углами есть три- 
угольникъ равнобедренный. 
Очевидно, что всябдетв!е отого триугольникъ съ тремя 
равными углами есть триугольникъ равностороний. 
$ 19. Леммл. Если дев стороны одного тризгольника 
соотвьтственио равны двумз сторонам» другаго, по углы 
между этими сторонами перавиы, то противь боллиао 
ума лежить и большая сторона. 
Положим, что въ двухъ триугольникахь АВС п А, В, С, 
в (черт. 37) АВ=А, Ви; 
А,С,, а уголь 
ВАС > угла В, А,С,; 
требуется доказать, 
б,что ВС > В, С,: 
Черт. 37. Доказ. Наложимъ 
ДА, В,С, на А АВС такъ, чтобы сторона А, С, совпала 
съ равною ей стороною АС. Такъ какъ уголъ С,А, В, 
меньше угла САВ, то линм А,В, пойдетъ по напра- 
вленно АМ между сторонами АС и АВ, и точка В, упа- 
детъ или внутри триугольника въ Г, или на сторон ВС 
въ М, или внф триугольника въ №. Разсмотримъ отдфль- 
но эти три случая. 
1-й случай: Триугольникъ А,В,С, при наложени пря- 
нимаеть положеше АЁС. 
По $ 14. имвемь 
АВ = ВС ‚> АЕ - ГС; 
по положению же 


АВ = АГ, 
садов., вычитая, находимъ вс > ГС. 


Ди 


9-й случай. Триугольникъ А,В,С, при надожени при- 
нимаетъ положеше АМС. Въ этомъ случаБ само собою 
ясно, что ВС > МС. з 

3-й случай. Триугольникъ А,В,С, при наложеши при- 
нимаетъь положене АМС. 

Изъ триугольниковь АМВ и СММ имфемъ 

АМ = МВ > АВи ММ -- МС >> МС; 
сложивъ эти неравенства, и замфтивъ, что лини ВМ и 
МС составаяютъ одну линйо ВС, алини АМ и ММ одну 
длинно АМ, находимъ: } 
АМ-- ВС >> АВ -н МС. 
Но по положению АМ=АВ, слЪдов., вычитая, находимъ 
ВС > МС. 

Итакъ, во всфхъ возможныхь случаяхь, сторона ВС 
больше стороны В,С,. 

Обратная теорема. Если двь стороны одноло триуголь- 
пика соотвьтственио равны, двумь сторонамь друга, по 
третьи сторопы ие равны, то противь большей стороны 
лежсить и больший уголь. 


в Пусть  будутъ 

ох в, (черт. 38) АВ= 

. Хх т у А, В,; АСРА, С, и 

А: Ас 4: с, ВС В,С,; тре- 
Черт, 38. буется доказать, 


что уголь А >> угла А,. 

„Доказ. Уголь А не можетъ быть меньше угла А‚, по- 
тому что иначе, по предъидущей теорем, сторона ВС бы- 
лабы меньше стороны В,С,, что противно положенйо; 
но уголь А не можеть также быть равенъ углу А‚, по- 
тому что иначе триугольники САВ и С.А, В, имя по 
двЪ стороны и угау между ними равными, по $ 15, были 
бы равны и ВС = В,С,, что также противно положенйо. 
Итакъ уголь А >> угла А‚, что и требовалось доказать. 
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$ 20. ТЕорЕмА: Если три стороны одного триуюль- 
пика соотвьтственно равны тремь сторонамз другазо, 

то и триузольники равпы. 
В В, Пусть будутъ (черт. 36) 


АВЬ=А,В,; АС = А.С. и 

Хх ВС = В,С,; требуется 
А. ее ОА, 
Черт. 36, 


доказать, что Л АВС ра- 
С, венъ Д А, В,С 

'Доказ. Два соотвфтствующихь угла, напр. Ли А,, 
дежашще противъ равныхь сторонъ, по предъидуще- 
му 6, не могутъ быть различны, слфдов. должны быть 
равны между собою, но въ такомъ случа триугольники 
АВС и А,В,С,, имъя двз стороны и уголъ между ними 
равными, по $ 15, равны между собою. 

Изъ отого предложешя слфдуетъ, что три стороны 
опредфаяютъ вполн триугольникъ, потому что изъ этихъ 
трехъ частей можетъ быть составленъ только одинъ 
триугольникъ. 


73 


$ 21. Ткоркмл. Во вслкомь триуольникь випиишй 
уоль бомье каждагю изь виутреннижь Узловь, пе смеж- 
нагю с5 нимб. 
Пусть будетъ (чер. 39) ВСР внфш- 
нй уголь триугольника АВС тре- 
буется доказ., что уголъ ВСП боль- 
ше, какъ угла АВС, такъи угла САВ. 
Доказ. Пусть будетъ О среди- 
Черт 39. на стороны ВС; проведемъ чрезъ 
точки А’и О прямую и возьмемь ОЕ=АО, наконецъ со- 
единимъ точки Е и С. Въ триугольникахъь АОВ и СОЕ 
углы ВОА и ЕОС равны, какъ вертикальные ($ 7); кро- 
мВ того, по построенйо,, ВО=ОС и А0=ОЕ. Слвлов. эти 
триугольники, по $ 15, равны, и потому уголъ ОСЕ ра- 
вень углу АВО, сафдов. уголь ВСР больше угла АВС. 
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ДалБе замбтимъ, что если вмфето АС продолжимъ, 
сторону ВС, то по предъидущему докажемъ, что внзш- 
ый уголь АСЕ больше внутренняго угла ВАС; но углы 
ВСР и АСЕ равны между собою, какъ углы вертикаль- 
ные ($ 7), слБдов. уголь ВСР также больше угла ВАС. 
` Изъ этого предложешя слфдуетъ, что во вслкомь пря- 
моугольномь триузольникь оба угла, прилежацие гипоте- 
нузь, острые. Въ самомъ дЪлБ, продолживъ въ прямо- 

в угольномъ триугольникв АВС (черт. 

42) катеть АС, находимъ, по предъи- 

Е дущему, что углы САВ и АВС мевь- 

д^————1 ше вифшняго угла ВСО, т. е. мень- 
Черт. 40. ше прямаго угла. 

$ 22. Теорема. Во всякомь тршуочльниию противь 
большей стороны леэкить и бдлилий узоло. 

Пусть будеть (черт. 41) АВ >> ВС; 
требуется доказать, что уголь АСВ >> 
угла ВАС. 

'Доказ. Отложимъ на большой сторо- 
Чарт, и. нф АВ часть ВО=ВС, и соединимъ точ- 
ки Хр иС. Въ равнобедренномъ триугольник РВС, по 
$ 16, уголь РСВ = углу ВОС; сафдов. уголь АСВ > 
угла ВОС; во уголь ВОС, какъ внЪшнйй уголь А 4ОС, 
больше угла САХ ($21); слфд. уголь АСВ >> угла САВ. 

Обратиая теорема. Во всякома триугольникь против 
большею узла лежить и большая сторона. 

Пусть будеть (черт. 41) уголь АСВ > угла ВАС; 


требуется доказать, что АВ > ВС. 
Доказ. Очевидно, что АВ не можетъ равняться ВС, 


потому что иначе ААВС быль бы равнобедренный и 
уголь АСВ равнялся бы углу ВАС ($ 16), что против- 
но положенно. Но АВ также не можеть быть менфе 
ВС, потому что иначе, по преддъиущему, уголъ АСВ 
быль бы менфе угла ВАС, что также противно положе- 


в 


р 
А 


у 


нно, Слъдов. сторона АВ должна быть больше стороны 
ВС, что и требовалось доказать. 

$ 23. Такъ какъ вс прямоугольные триугольники 
имЪютъ по одному равному углу — именно по прямому 
углу, то два прямоугольныхъ триугольника равны: 

1) Когда катеты одного соотвфтственно равны ка- 
тетамъ другаго ($ 15); 

2) Когда катетъ и прилежащй къ нему острый уголъ 
однаго соотвЪтственно равны катету и прилежащему 
углу другаго (6 17). 


$ 24. Теоркмл. Если гитотенуза и одииз изь остры 
Узловь одного прямоугольнаю триугольника соотвптетвеи- 
но равшы зипотенузь м острому уму другаю, то самые 
триуолиники равны. 

Положимъ, что въ прямо- 

й ‘угольныхъ триугольникахь АВС 

иА, В, С, (черт. 42) АВЕА, В, и 

ХАЕХА,; требуется доказать 
С; что ДАВС равенъ Д А,В,С,. 

Доказ. Назожимъ А 4,В, С, 

на ЛАВС такъ, чтобы сторона А, В, совпала съ равной ей 
стороною АВ; вслвдетв!е равенства угловъ Аид,, сторона 
А,С, пойдеть по направлению АС; сторона же В,С,, при 
этомъ, не можеть лежать внутри триугольника, какъ ливя 
ВЕ, потому что, въ такомъ случаЪ, уголъ АЕВ, какъ 
вывший уголь, быль бы болфе прямаго угла ЕСВ (6 21), 
что противно положенйо; но сторона В,С, также не 
можеть лежать ‘вн триугольника, какъ лины ВД, по- 
тому что, въ такомъ случаЪ, уголь ВС былъ бы мень- 
ше вифшняго угла АСВ, т. е. меньше прямаго, что так- 
же противно положено. СаЪдов. сторона В,С, пойдетъ 
по сторонф ВС, и два триугольника совпадутъ, что и 
требовалось доказать. 


Черт. 42. 
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Изъ этого предложе- 
ня слфдуетъ, что в5 
двухь равпыхь триу- 
зольникахь АВСиА, В, С, 
р с А С, (черт. 43) высоты ВО 

Черт, 43. и В,0, также равпы, 
потому что прямоугольные триугольники АВД и А,В,0,, 
въ которыхъ, уголь А=углу А, и АВ=4А,В,, по предъ- 
идущему, равны между собою. 

$ 25. ТЕОРЕМА. Если гипотенуза и катеть одного прл- 
‚моузольнаго триугольиика соотвютственио равны гипотену- 
3% и катету другаго, то и самые триугольиики равны. 


А 


з в’ Положимъ, что въ прямоуголь- 
, 
ныхъ триугольникахь АВС и 
ИХ А,В,С, (черт. 44) АВЕА, В, и 
АР п Е ВС= В,С,; требуется доказать, 


’ что ААВС равенъ А А, В,С,. 
Черь. 44. Доказ. Приложимъ АЛ, В,С, 
къ А АВСтакъ, чтобы сторона В,С, совпала съ равной 
ей стороною ВСи ЛА, В,С, принялъ положеше ВСП; 
лишя СР будетъь продолжешемъ лини АС, потому что 
уголь ВС, по положенио, равенъ прямому ($ 6). Триу- 
гольникь АВ, въ которомъ, по положенио, АВ=ВО, 
булетъ равнобедренный; слфд., по $ 16, уголь А=углу О, 
и. такъ ка (РЕХА, 10 ДА=ЕА4,. Изъ это- 
го слфлуетъ, что триугольники АВС и А, В,С,, имя по 
равной гипотенузЪ и по равному острому углу, равны. 
В Изъ этого предложения слфдуетъ, что вв 
равпобедренномь триузольникь АВС (чер. 
45) перлендикулярь ВЮ, опущенный изо 
вершины па основаше, Оълить осповаше 
в с и уголь при вершипь пополамь, потому 
Черт. 45. что прямоугольные триугольники АВО и 
СВР, пыфя равныя типотенузы АВ и ВС и общ ка- 
тетъ ВО, по предъидущему, равны между собою. 


А. 
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$ 26. ТЕОРЕМА. Если катеть и противуположный 
Улоль одною прямоузольнаю триугольника соотвьтетвенно 
равны катету и противуположному уу другаго, то са- 
мые триуольники равиы. 


в в, Положимъ, что въ прямоугольныхъ 
триугольникахъ АВС и А,В,С, (чер. 
46) ВС = В.С, и АРА»; тре- 
буется доказать, что АВС ра- 
А— ь^, © венъ Д А, В,С,. 
Черт. 46. 
'Доказ. Приложимъ ДА, В,С, къ А АВС, какъ въ предъ- 


идущемь @,т. е. такъ, чтобы онъ принять положене 
ВСО. Въ А АВО, по положению, А = Г, слвдов., по 
$ 18, АВ = ВО; но такъ какъ, ВО = А,В,, то АВ = 
А,В,. Изъ этого слздуетъ, что триугольники АВС и 
А,В,С,› въ которыхъ гипотенузы АВ и А,В,, и острые 
углы АиА, равны, по $ 24, равны между собою. 


Изъ свойства прямоугольныхъ триугольниковъ легко 
выодйтся свойства перпендикулира относительно наклон- 
ны ами, 


(Свойства ПЕРПЕНДИКУЛЯРА И НАКЛОННЫХЪ, 


$ 27. ТЕОРЕМА. Изв данной точки можно опустить 
па прлмую линйю только одииь перпендикучяро. 


Положимъ, что изъ точки 4 (черт. 47) 


А опущенъ перпендикуляръ АВ на линио ОЕ; 

требуется доказать, что всякая другая ли- 

О ня АС, проведенная изъ точки А, не мо- 
= жетъ быть перпендикуляромъ къ РЕ. 


Черт. 47. Доказ. Замвтивъ, что въ триугольник$ 
АВС уголъ В, по подоженйо, прямой, заключаем ($ 21 сл.), 
то уголь АСВ острый, и саЪлов. линя АС наклонная. 


С ка неее азьоьнеь 35 авео ый мл м... 
ее 2. 


а 


Замьч. Для проведен1я перпемдикуляра употребляется 
или снарядъ АВС (черт. 48), 


А 
т 
состоящШ изъ двухъ линеекъ, 
образующихь прямой угодъ, 
или снарядъ ЁММ, (черт. 49) 
в бм м 


представляющий деревянную до- 
Черт. 48. щечку въ видф прямоугольнаго 


триугольника. 


Черт. 49. 


$28. ТЕОРЕМА. Перпендикуляре короче вслкой наклонной. 

Положимъ, что АВ (черт. 47) есть перпендикудяръ, 
опущенный изъ точки А на прямую ОЕ, и АС какая 
нибудь наклонная, проведенная изъ точки А; требуется 
доказать, что АС > АВ. 


„Доказ. Въ прямоугольномъ триугольникв АСВ, по 6 21, 
уголъ С меньше угла В, садов. АС >> АВ (6 22). 


Изъ этого предложеня слфлуетъ, что во всякомъ иря- 
моугольномъ триугольникв каждый изъ катетовъ мень- 
ше гипотенузы. р 


‚Такъ какъ перпендикуляръ есть кратчайшее разстоя- 
не точки отъ прямой, то разстоян!е точки отъ прямой 


опредфляется длиною перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки на прямую. 


$ 29. Ткоремл. Равныл наклонныл равно удалены отв 
перпендикуляра. 


Положимъ, что АВ (черт. 50) есть 
перпендикуляръ, опущенный изъ точ- 
ки А на прямую ЕЁ, и что наклон- 
ныя АС и АР равны между собою, — 
о требуется доказать, что СВ = ВО. 

Черт. 50. Доказ. Такъ какъ прямоугольные 
триугольники АВС и АВЮО имЪъютъ общ катеть АВИ 


в 


равныя гипотенузы АСи АО, то, по $ 25, эти три- 
угольники равны, ислёдов. СВ=ВЬ. 
А. Обратная теорема. 'Наклопныл, 
равно удалениыл оть перпендикуллра, 
. равны. 

СВХ О Положимъ, что (черт. 50) СВ = 
Черт. 80. ВП, требуется доказ. что САР. 
Доказ. Такъ какъ прямоугольные триугольпики АВС 
и АВО имъютъ общ катетъ АВ, и друме катеты СВ 
и ВО, по положению, равны, то эти триугольники, по 

$ 23, равны, и слвдов. АС= АО. 
Изъ отого предложения сафдуетъ, что паклонныя СС 


А и СО (черт. 51), равно зудаленныя 
от перпендикулира АВ, но прове- 
н)^ денныл оть точки С, лежащей вить 


А перпендикуляра, ие равны между 
< в р] и собою. Въ самомъ дфа, соеди- 
нивъ точки М и 0, находимъ изъ 
Чеу", М. 
триугольника СНП: 
сН-- НО >> 65. 

Но наклонныя НС и ОН, по положению, равно улаленны 
отъ периендикуляра, слЪдов,› по предъидущему, он равны 
между собою; поэтому: сН-= ИС >> бР, пли 6с_> 6. 

Изъ этого же предложешя слфдуетъ, что перпендикуляръ, 
проведенный чрезь средину линш, есть геометрическое 
мъсто точекъ, равно отстоящихь отъ обоихъ концевъ ея. 

$ 30. ТкорЕмА. Изв двужь наклонтяхв, та, которая 
дальше отстоить оть перпендикуляра, больше друзой. 

Положимъ, что изъ точки А 

я (черт. 52) опущенъ перпенди- 

куляръ АВ на прямую ЕЁ, и 

г проведены дв наклонныя АР 

и АС такъ, что ВС > ВБ; тре- 

Черт. 52. буется доказать, что АС>АР. 

Доказ. Отложивь ВО, = ВО, и соединииь точки А 


р 
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и О,, находимь АР, =АР ($ 29). Но уголь АСВ мень- 
ше прямаго, какъ острый уголъ прямоугольнаго триуголь- 
вика САВ, а уголь АБ, С больше прямаго, какъ внЪфш- 
ый уголь прямоугольнаго триугольника АР, В; слБдов. 
въ триугольникв АСЛ, уголъ АП,С больше угла АСР, и 
потому, по $ 28, АС>> АБ, или АС > 45. 

Обратная. теорема. Изв двухо паклонныхь, та, кото- 
рал больше, отстоить оть перпендикуляра дальше. 

Положимъ, что АС>>АД (черт. 52); требуется доказать, 
что СВ > ВО. 

‚Доказ. Очевидно, что СВ не можеть равняться ВО, 
потому что тогда, по $ 29, СА=АФ, что противно по- 
ложенио; но СВ не можетъ быть и меньше ВО, потому 
что тогда, по‘предъидущему, АС была бы меньше АР, что 
также противно положенйо; слфд. ВС будетъ больше ВО. 

Изь этого предложешя слфдуетъ, что изъ данной точ- 
ки можно провести не болфе двухъ наклонныхъ, рав- 
ныхъ между собою. 


Задачи, 


4 Начертить прямую, равную сумм нфсколькихь лин. 
9. Начертить прямую, равную данной линйт повторенной 
иъсколько разъ. 
3. Начертить прямую, равную разности двухъ лин АВи ММ. 
4. Раздфаить прямую АВ пополамъ. 
5 Раздфаить нрямую АВ на4, 8, 46 ит. д. равныхъ частей. 
6. По данной сумм $ и разности 4 двухъ прямыхъ, опре- 
дЪаить эти прямыя, 
7. Изъ средины лини: АВ возставить къ ней перпендикуляръ- 
8. Чрезъточку О прямой АВ провести къ ней перпендикуляр, 
9. Изъ точки М опустить перпендикуляръ на прямую АВ. 
10. Изыфрить разстояше точки № отъ прямой 4В. 
41. Найти геометрическое мфсто точекъ, равно отстоящих 
отъ двухъ точекъ А и В. ю 
13. При точкВ А прямой АВ построить уголъ, равный данно- 
му углу ГОМ. 
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43. Составить уголъ, равный сумм нёсколькихъ угловъ. 

44. Составить уголъ, равный данному углу, повторениому н%- 
сколько разъ. 

45. Составить уголъ, равный разности двухъ угловъ. 

16. Раздфлить уголь ВАС пополамъ. 

47. Раздфлить уголъ ВАС на 4, 8, 16 ит. д. равных частей. 

48. По данной сумм и разности двухъ угловъ опредфаить 
эти углы. 

49. Провести чрезъ точку 4 прямую, проходящую между 
точками В и С на равномъ разстояни отъ пихъ. 

20. Даны дв точки Ё и М: найти на прямой АВ такую точку, 
чтобы прямыя, проведенныя изъ этой точки къ точкамъ Тим, 
составили съ прямой АВ равные углы. 

31. Провести чрезъ точку А прямую, составзяющую одина- 
ве углы съ сторонами даннаго угла ГОМ. 

^\29, На прямой АВ найти точку на равномъ разстоящи отъ 
двухъ данныхъ точекь Ми №. 

93. Найти геометрическое мфсто точекъ, равно отстоящихъь 
оть двухъ прямыхъ АВ и С0, пересфкающихся въ точк® 0. 

94. Найти па прямой АВ точку, равно отстоящую отъ двухъ 
иоросфкающихся лин СМ и РО. 

95. Построить триугольникъ по тремъ даннымъ сторонамъ его. 

26. Построить триугольникъ по даннымъ двумъ сторонамъ 
и поуглу, заключающемуся между ними. 

27. Построить триугольникь по данной сторонф и двумъ 
прилежащимь ‘угламъ. 

28. Построить триугольникъ по даннымъ двумъ сторонам и 
по углу, противуположному одной изъ нихъ. 

99. Построить прямоугольный триугольникъ по данной гино- 
тенузв и данному катету. 

30. Построить прямоугольный триугольникъ по данной гипо- 
тенузВ и данному острому углу. 

Х ЗИ. Построить триугольникъ по данной сторонЪ, по прилежа- 
щему углу и разности двухъ другихъ сторонъ. 

х 38. Построить триугольникъ по данной сторонф, по прилежа- 
щему углу и сумы двухъ другихъ сторонъ. 

Х 33. На прямой АВ найти такую точку, чтобы сумма разстол- 
ый ея отъ двухъ данныхъ точекъ Г и М, лежащихь по одной 
сторонф прямой АВ, была: 6$, напменьшал, 


ГЛАВА Ш. 


Параллельныя дини. 


ТЕОРЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЬ ЛИШИ; ИЗКОТОРЫЯ ОлЮдСТВЯ ЕЯ. О ПАРАЛАЕ- 
ДОГРАМЫАХЬ И ТРАПЕЦИ. ЗАДАЧИ, 


ПАРАЛЛЕЛЬНЫЯ ДИН!И. 


$31. Двъ дин АВ и СР (черт. 33), лежация въ од- 
ной плоскости, и при про- 
должеши въ ту и другую 
сторону не ветрёчающися, 
называются параллельными. 

Если пересфчемъ парал- 

Черт. 53. лельныя лиши АВ и СЛ ко- 
свенною лиШею ЕЁ, называемою переськающею, то обра- 
зуются восемь угловъ т, п, р, 4, №, в, №, 2, изъ ко- 
торыхъ т, п, ш, < называются вилшиними, ар, 9, и, ®— 
впутренними углами. Разсматривая углы, по парно, мы 
называемъ два угла, лежацие по одной сторонё перес%- 
кающей, какъ напр. углы т и зо или 4 и — односторонни- 
ми, углы же, лежащее по разнымъ сторонамъ пересЪкаю- 
щей, какъ напр. углы риг или п иш—пакресть лежащими. 

Два одностороннихъ угла, изъ которыхъ одинъ вну- 
треный, а другой виъшы!й, какъ напр. углы 2 и м, на- 
зываются соотвьтетвениыми. 

Даля обозначен!я параллельности двухъ линй употре- 
бляется иногда знакъ ||. На пр. АВ || СР значить, что 
лини АВ и СР параллельны между собою. 

$ 32. ТЕОРЕМА. „Двь дииши, перпендикудярныя нь 
третьей лиши, параллельны между собою. 


о 


Положимъ, что лини АВ и СО 

(черт. 54) перпендикулярны къ 

А м в длины ЕЁ; требуется доказать, что 
лиши АВ и СР параллельны. 

'Доказ. Если бы лини АВ и Ср 

=. | ы при продолжени пересЪкались, то 

изъ точки ихъ пересфчешя были 

бы опущены два периендикуляра 


к 
Черт. 5% 
на линно ЕЁ, что противно $ 27: 

$ 33. Творима. Де лиши, пересъьчениыя третьей ди- 
пей, параллельны, кода впутреише на кресть лежаиуе у1- 
лы равны. 

Положимъ, чт0 4 =4 
(черт. 53); требуется дока- 
зать, что АВ || С. 

Доказ. Еслибы лиши АВ’ 
и СР при продолжений пе- 
ресвкались, то составился 


орт, 53. 
бы триугольникъ, для котораго одинъ изъ угловъ 4 ии 
быль бы вывшнимь, другой внутреннимь углом; сяЪд., 
при пересъчеши диши АВи СО, выъшийй уголъ триуголь- 
ника равнялел бы внутреннему углу, что противно $ 24. 

Изъ этого предложешя слфдуетъ: | 

1. Лиши АВ и СО параллельны, когда виьщиге па креств- 
дежащёе улы, напр. ти 2, равпы, ‘потому что изъ т— 
слвдуеть 1 = и. 

9. Лиши АВ и СЛ параллельны, когда соотвтьтетвен- 
пые узлы, напр. т ии, равны, потому что изъ т=и слф- 
дуеть 4 = и. 

3. Лиши АВ и СО параллельны, кода сумма 9вут5 
внутренних одиосторониихь узчовъ, напр. ри и рава 
двумь прямымь, потому что изъ ри — 24ир-+1=24 
слфдуеть ри =р--4, или и — 1. * 

4. Лиши АВ и СО параллельны, кода сумма двухь 
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виошниль одностороннихь у’ловь напр. ти 1 равна двулмь 
прлмымз, потому что изъ тю = 24 и ши = 24 
слфдуеть # = т. 

5. Если изъ восьми угловъ т, п, р, 9, н,%, ш;м со- 
ставимъ слБдуюцщия равенства: } 


9=% т=а; И: п=иш; 
дно = 24; т-но = 24; р+и=94; п-ж=9а; 
==; т= и; р=иш; =; 


0 = 24; т+о=24; р-х=94; пни = 94; 
то очевидно, что каждое изъ нихъ обусловливаетъ вов 
остальныя; сл$дов. лини АВ и СО параллельны, когда 
одно изъ этихъ равенствъ существуетъ. 

$ 34. Акстома. „Двь чиши АВ и СР (черт. 55), изь 
которыхь одна СП перпепдину- 
алрна кз пересъкающей ЕЁ, а дру- 
зая АВ составллеть сё нею ост- 

р рый или тупой узле, при про- 
о | р  должешы пересъкаютел. 

| $ 35. Теорвмл. Параллельный 

лиш со переспкающею образують 

Черт. 85. впутрение ‚ на преств лежащие, 
углы равные. 

Положимъ, что линйг АВ и СР (черт. 56) параллель- 

вы и пересфчены лишею ЕЁ; требуется доказ., что (=и. 

Е Доказ. Пусть будетъ О среди- 

п а Ух ы на лиши ММ; изъ точки О опу- 

т скаемъ перпендикуляръ на Ср и 

продолжаемъ его до пересфченя 

р Ре прямой АВ. Линя РО, пер- 

Е пендикулярная къ СО, будетъ 

Черт, 56. перпендикулярна и къ АВ, иначе 
инт СР п АВ, по & 34, при продолжеши перес$ка- 
лись бы. Сльд. триугольники МОР и ООМ прямо- 
угольные; атакъ какъкром того, по построению, М0=ОМ, 
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у 


и уголь ООМ = углу МОР, какъ углы вертикаль- 
ные, то эти триугольники, по $ 24, равны, и пото- 
му 0 9= Ди. 

Изъ отого предложеншя слфдуетъ, что чрезь данную 
точку можно провести только одну лишю параллельную 


данной примой. 


Изъ того же предложешя слфдуетъ: Е 
} 4. Если лини АВ и СО 


параллельны, то вньшше на 
пкресть лежаиие углы, на пр. 
т и х, равны, потому что 
изъ (=и слвдуеть т=аг. 

2. Если лиши АВ и СБ 
параллельны, то соотоьтетвеиные углы, на пр. т и и, 
равны, потому что изъ 9 = и сафдуетъь т = и. 

3. Если лиши АВ и СО параллельны, то сумма двухь 
внутрениижь одностороннихь уг40ве, на пр. ри и, т 
двумь ^ прлмымо, потому что изъ 4 =ни9-р=24 
слъдуеть и-ыр = 24. 

4. Если лини АВ и СО параллельны, тосумма вныи- 


нихь одиосторониихь Угловь, на пр. тиш, равна двумь 
изъ т =.х и ж-ню = 24 вщ- 


прлмымз, потому что 


дуетъ т-нш = 34. 
ый Вообще, если лини АВ и СО параллельны, то су- 


ществуютъ всЪ 19 равенствъ $ 33 слёд. 5. Очевидно, 
что если одно изъ этихъ равенствъ не существуетъ, 
то не существуютъ и вс остальныя, и въ Втонь а 
чаф лини не параллельны, т. е. при продолженш ветр$- 


таются. *) 


*) Зампчаше. Предзожене: если дею лини пересъчены = 
но третью, и сумма дву опутреннить Я 
не равна Э4, то дии?и при продолжении встрьчаютсл, пр ры 
клидомъ какъ истина сама собою очевидная, и Е т 
его Геометрш, извфстную въ нау одинадцатую аксому. 


НРКОТОРЫЯ СЛЪАСТЫЯ ИЗЪ ТЕОРШ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЬ ЛИНЙ, 
$ 36. ТеорЕМА. „Дав ши параллельныя третьей, 
параллельны, между собою. 
Положимъ, что (черт. 57) АВ || ТМ 
и СВ || ТМ; требуется доказать, 


та в что АВ || СЪ. 
Доказ. Вслдстые параллельности 
с р лиш АВи ГМ, по 6 35, уголь а= 


углу’ с; вслфдете же паралдель- 


т м ности линй СРи ТМ уголь а = 
“углу с; слёдов. Да = СВ, ий по- 
к тому, по $ 33, лини АВи С) 

Черт. $7. параллельны. 


стность, которою пользуется это предложеше между Геометра- 
ми, происходить отъ того, что противъ его очевидности сдф- 
лано было много возражон: Но всё попытки Геометровъ 
древняго и новаго времени, строго доказать это предложен!е, 
не привели ни къ какому Удоваетворительному результату. Въ 
энциклопеди СгиБега, въ стать: паралавльныл диши, находится 
подробное изложеше разныхъ мнийй объ этомь спорномъ пред- 
меть, выфств съ указашемъ разаичныхь сочинешй о параллель- 
пыхъ аиНяхт, число которыхъ простирается до 100. Обстоя- 
тельное иззожеше разных теор! параллелей находимьмы также 
въ сочинеши Академика В. Я. Буняковскаго о параллельные 
динёлтв (1853). 

Изъ веёхъ неудачныхь попытокъ основать теорию парал- 
лельныхъ линй на строго доказанной истин, мы выводимъ за- 
ключеше, что эта теорм требуеть особаго осповнаго положе- 
ня, которое должно быть допущено безъ доказательства, какъ 
истина сама собою очевидная. Затруднеше можеть заключать» 
ся только въ выборф предложеня, столь очевиднаго, чтобы 
она могло быть допущено безъ доказательства, Предаоже- 
ше, что двь диити, изб которытё одна перпендикулярна, а 
другая ие перпендикуллрна кб перссткакющей, при продолжение 
встрыпятся, принятое, въ $ 34, какъ аксома въ основани 
теор м паразлельныхъ лин, очевидно, есть ничто иное, какъ 
простьйшее выражеше одинадцатой аксюмы Эвкаида. 
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$ 37. ТЕОРЕМА Отрюаки параллельныхь между па- 
раллельными равны. 


ь т Положимъ, что (чер. 58) ГМ || РО 


и 8$ || ТО; требуется доказать, 
В _м 910 АВЕСЬ и АбС=ВР. 

„Докаг. Соединивъ точки С и 

&. В, замфтимъ, что триугольники 

АВС и ВОС имъютъ общую сто- 

5 т рону СВ, и что, кромЪ того, по 

Черт. 58. $35, /. АВС=С ВСР и АСВО= 

Д АСВ, какъ углы внутренше накрестъ лежашие; сл$д. 

эти триугольники, по $ 17, равны, и потому АВ=СО 
и АС = ВО. 

Обратная теорема. Если АВ = СО и АС = ВР, то 
ТМ || РО и 85 || ТС. 

„Доказ. Въ самомъ дл, триугольники АВСи ВОС имЪ- 
ютъ общую сторону СВ и кромб того, по положению, 
АВ = СО) иАС=ВО; сад. эти триугольники, по $ 20, 
равны, и потому /. АВС = 2. ВСри Д. СВО = (. АСВ. 
Вслфдотые этого, по $ 33, ЁМ || РО и 8$ || ТГ. 

Предполагая, что лиши ЁМ и РО перпендикулярны къ 
линямъ №5 и ТО, находимъ изъ предъидущихъ пред- 
доженй, что паралледьныя линш во всъхъ точкахъ 
отстоять другъ отъ друга на равномъ разстояни, и на- 
оборотъ, лиши, во вефхъ точкахъ равно отетоящия другъ 
отъ друга, — параллельны между собою. 

$38. ТкорЕмА. Если угиы сы ‘параллельными сторопами 
рол обращены своими отверстиями в 


одну сторону или вз противупо- 
ложкыл стороны, то они равны. 
те —6 Положимь, что (черт. 59), 


к > АВ | РЕ п ВС || ЕЁ, тре- 
а/ буется доказать, что углы ТРЕЕ 
Черт. 59. и АВС, обращенные своими 


отверстями въ одну сторону, равны. 
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Доказ. Продолживъ сторону АВ до пересчешя съ ЕЁ, 
находимъ, по 6 35, (АВС = Х АКЕи Х. АКЕ= ЕЕ, 
какъ углы соотвфтственные; слфд. /. АВС = Д РЕЕ. } 

Продолживъ стороны ОЕ и ЕЕ, находимъ что . АВС = 
Г НЕС, т. в. умы АВС и НЕС, съ параллельны- 
ми сторонами, но обращенные въ противуположныя 
стороны, также равны. 

Если эке узлы, съ параллельными сторонами, обращены 


рА въ разныл, но не прямо противупо- 
ложныя стороны, како углы АВС и 

— | ЕЕ (черт. 60), то сумма ихе рав- 
в И `ма двумь прамымь. Въ самомъ дф- 
Черт, 60. 14, продолживъ сторону ВС, нахо- 


димъ, по © 35: / АВС Д ПК = 94 и ДПКС == 
С ПЕЕ, слзд. С. АВС -+ С РЕЕ= 94. Ут 
$ 39. Теоремл. Если стороны, одиаго угла перпенди- 
куллрны ко сторонамь другаго угла, пи 
или составляють 94. а 
Положимъ, что сторовы ума РЕК 
(черт. 61) перпендикулярны къ сторо- 
намъ угла АВС; требуется доказать, что 
и. ЕЁ = Г АВС. 
Локаз. Проведя ВН || ЕД и ВС | ЕЁ, 
х находимъ, по предыдущему $, НВб = 
Ем С РЕЕ, и воабдстые параллельности 
Черт. 61. линШ, по $35, ( ИВО = Д ЕРАЕа 
ид 6вс = 0 СЕЕ= 4. Если же изъ угла СВА вычтемъ 
прямой уголь СВС, то получимъ уголь АВС; если же 
изъ того же угла вычтемъ прямой уголь НИВУ, то по- 
чучимъ уголь СВН; салфдов. С. АВС = и 
р 2 6ВН, п потому 
Очевидно, что уголь КЕР, стороны котораго также 
перпендикулярны къ сторонамъ угла АВС, составаяетъ 
змфетв съ нимъ 24. 


— 38 — 


Когда углы, которыхъ стороны взаимно перпендику- 
лярны, или оба острые или оба тупые, то они равны 
между собою; когда же одинъ острый а другой тупой, то 
они вмфетв составляютъ 94. 

$ 40. ТЕОРЕМА, Во вслкомв триуольникь сумма ео 
улов равилется двум прямымь А — |9 ° 

в в (Пусть будеть АВС: (черт. 69) какой 
нибудь триуголвникъ; требуется до- 
казать, что 

А! Г: о 1 ВАС -+ АВС -н 2 ВСА = 94. 

Черт. 62. Доказ. Продолживъ сторону Аб, и 

проведя СЕ || АВ, находимъ, по $35, ( ЕСрР=Д ВАС, 
какь углы соотвфтственные, и С. ВСЕ = С. АВС, какъ 
внутреные на кресть лежащие углы; слфдов. 

ВАС = АВС = ВСА = ЕСО = ВСБ = АСВ 84 


Но такъ какъ, по 8 65, ЕСО + ВСЕ -+ АСВ = 94, то 
ВАС —- АВС -- ВСА=З4, что и требовалось доказать. 

Изъ этого предложеня слфдуеть: 

1. Вньшый уголь триугольника равен сумм двухъ 
внутреннихъ угловъ не смежныхъ съ нимъ. 

2. Вычитая сумму двухъ угловъ трнугольника изъ 24, 
получаемъ трет! уголь его. 

3. Если два угла однаго триугольника, порознь или 
вмБетв взлтые, равны двумъ угламъ другаго триуголь- 
ника, то и третй уголъ перваго равенъ третьему углу 
втораго. С 

4. Сумма двухъ острыхъ углдовъ прямоугольнаго три- 
угольника равна. прямому углу. 

5. Въ равностороннемъ триугольникв каждый уголъ 
равняется №, 4. 

6. Въ триугольникв не можеть быть болБе однаго 
прямаго или тупаго угла. 


— 39 — 


$ 41. ТЕОРЕМА. Сумма угловв вслкаго мнозоугольника 
равилется двумз прямымь повтореннымь столько разв, 
сколько многоугольникь имтетв сторонв безо двух. 
Положимъ что многоугольникъ 
АВСЬЕЕС (черт. 24) имфетъ в 
сторонъ; требуется доказать, что 
сумма его угловъ равна 4 ("—2). 
‚Доказ. Такъ какъ Дагонали, вы- 
& ы ходяция изъ вершины какого-ни- 
Черт. 94. будь угла А многоугольника, раз- 
дваяють его на л—2 триугольниковь ($ 40), а сумма 
угловъ всякаго триугольника, по 6 40, равна 24, то сум- 
ма угловъ многоугольника равняется 24 (п — 2). 
Представивъ выражеше 24 (п — 9) въ видв 24" —44, 
заключаемъ, что сумма угловъ всякаго многоугольника 
равняется также даумё прлмы.из, умпожжениям па число 
стороиг многоугольника без четырехь прлииль. Такъ 
напр. сумма угловъ всякаго четыреугольника равна 44, 
всякаго пятпугольника — 64 ит. д. 
Изъ этого предложевя слфдуетъ, что во всякомъ мно- 


гоугольник® сумма виляинить угловь, происшедшитб оть 
продолжешгя всъже сторонь во по одному паправлешю, | 


с р 
в. 


А. 


равилется 44. 

Въ самомъ дфаЪ, такъ какъ каждый внфшый уголъ, вм$- 
стЪ съ соотвфтетвеннымь ему внутреннимь угломъ, со- 
ставляетъ 24, то сумма веЪхъ вибшнихъ и внутреннихъ 
угловъ вмфств равняется 247; а такъ какъ, по -предъи- 
дущему, сумма внутреннихъ угловъ равна 948 — 44, 
то сумма вышнихь угловъ будетъ 24в — (241 — 44) 
т. е. 21 — 24п + 44 или 44. 

$ 42. ТЕОРЕМА. Если раздъяимь одну сторону угла 
па равныл части, и чрез точки дълешя проведем па- 
Раллельныя лини, то и друзап сторона ума раздь- 
чится па равныл части. 


О ЕЫЫ 


Положимъ, что сторона АВ 
(черт. 63) угла ВАС раздфле- 
на на равныя части: Аа=аб = 
$с = са, и что проведены па- 
раллельныя лини а || 6т|| 
сп || ар; требуется доказать, 

Черт. 63. что Ай = т = тп = яр. 

Доказ. Проведемъ линш а, ФК, сй параллельно АС, 
тогда въ триугольникахъ Аа[, абг, фсЁ, сАй, по положе- 
но, Аа = аб = 606 = с4, и кромЪ того углы придежа- 
ще этимъ линмъ, какъ углы соотвЪтственные, по $ 35, 
равны; слдов. эти триугольники, по 6 17, равны между 
с0бою, и потому А = а = А = ей, а велфдетНе это- 
го, по 6 37: 


АГ = т = пт = яр. 
Параллелограмны и трапещи. 


$ 43. Четыреугольникь АВСО (черт. 64), въ которомъ 
двЪ стороны АВ и СО параллельны, дв 


и г. друйя же стороны АР и ВС не парад- 


Г дельны, называется трапещею. Разстоя- 
в] = С ше двухъ параллельныхь сторонъ, т. е. 


Черт. 64. периендикуляръ ММ, опущенный изъ ка- 
кой-нибудь точки одной изъ параллельныхь сторонъ на 
другую, называется высотою трапещи. 

Четыреугольникь АВСЛ (черт. 65), въ которомъ про- 


Черт. 65. Черт, 66. тивуположныя стороны парал- 
В а лельны, называется параллело- 
й граммомь. Одна изъ сторонъ 
А 'р параллелограмма, напр. АР на- 
в сов С зывается основашемь, а перпен- 


| дикуляръ, опущенный на ос- 

р новашШе изъ какой-нибудь точки. 
противуположной стороны—вв1- 
сотою параллелограмма. 


Черт. 67. Черт. 68. 


> 
7 
| 


и 


В — 


Параллелограммъ АВС (черт. 66), въ которомъ всё 
углы прямые, называются ирлэмоугольникомь. Одна изъ 
сторонъ прямоугольника, напр. АО, есть основаше, а 
другая АВ высота его, 

Очевидно, что прямоугольники, имзюще одинакое 
основане и одинакую высоту, равны между собою, потому 
что таше прямоугольники при наложени совпадаютъ. 

Параллелограммъ АВСЛ (черт. 67), въ которомъ вс 
четыре стороны равны, называется ромболю. 

Прямоугольникь АВСР (черт. 68), въ которомъ всв 
четыре стороны равны, называется квадратом. 

Во всякомъ параллелограммв сумма угловъ, прилежа- 
щихъ къ одной изъ его сторонъ, напр. умы Аи Р 
(черт. 65), по $ 35, равна двумъ прямымъ, а противу- 
положные углы, напр. углы АиС, по $38, равны меж- 
ду собою. 

Противуположныя стороны параллолограмма, по 6 37, 
равны, и на оборотъ, четыреугольникъ, въ которомъ про- 
тивуположныя стороны равны, по & 37, есть паралае- 
дограммъ. 

$44. ТЕОРЕМА. Волк параллелограммиь дгаональю дт- 
литсп на два равныть триузольника. 

в с Проведемь въ параллелограммь АВС 

(черт. 69) дагональ АС, требуется до- 
казать, что триугольники АВС и АДС 


А 
равны между собою. 


Черт. 69. 
„Доказ. Триугольники АВС и АСЮ имъють общую 
сторону АС, и кромф того, по $ 43, АВ = СБи ВС= 
АО; слбдов. эти триугольники равны (6 20). 
Очевидно, что прямоугольник, ромбъ и квадратъ, какъ 
частные случаи параллелограмма, длятся шагональю так- 
же на два равныхь триугольника. 


= 49 = 


5 45. ТЕОРЕМА. Дтагонали параллелограмма взаимно 
дъаятсл пополам. 

в с Проведемъ въ параллелограмм АВСП 

иж (черт. 70) дгагонали АС и ВЛ; требуется 
А о доказать, что АО = ОС и ВО = Ор. 

Черт. 70, ‚Доказ. Въ триугольникахъ ВОСи АО, 
по $ 43, ВС = АП, всафдетые же параллельности ето- 
ронъ, (. 0Вб = ( ОРАи ( ВС0 = Д 0АБ; слёдов. 
эти триугольники, по 6 47, равны, и потому 

ВО = 0 и 40 = 0С. 

Очевидно, что дРагонали прямоугольника, ромба и ква- 
драта также взаимно дфиятся пополамъ. Кром того 
Магонали прямоугольника, ромба и квадрата имъютъ 
особыя отличительныя свойства. 


н С Еаюнали АС и ВЛ (черт. 74) прямоуоль- 
о пика АВСЛ равны между собою; это слф- 
я ‚ дуеть изъ того, что прямоугольные три- 
угольники АВС и ВАШ, въ которыхъ ка- 


теть АВ общй и кромб того ВС = АБ, 
равны между собою. : 


ы „Фаюнали АС и ВО (черт. 72) ромба 
с з ы 

АВСЬ взаимно перпендикулярны; это слф- 

дуетъ изъ того, что триугольники АВОи 

р 3В0С, имьюще общую сторону ВО, и кро- 

Черт, 72. мЪ того, по положеню, АВ = ВС, апо 

доказанному, АО = 0С, равны между собою; слФдов. 

С. ВОА = С ВОС. Изъ равенства тёхъ же триугольни- 


ковъ слбдуеть, что (. АВО = С ОВС, т.е. дгаюнали 
ромба дъаять угл ео пополамь. 


Черт. 74. 


А 


Фазонали квадрата равны, взаимпо перпендикулярны 
и дъаят улы его пополамь; это слфдуетъ изъ того, 
что квадратъ соединяетъ въ себЪ всф свойства прямо- 
угольника и ромба. 


НИВА 


ни 


цел чииаос ч.2. 


ЦЗ = 


$ 46. ТЕОРЕМА. Мишя, соедиилющал средины двухь 
пепараллельныхь сторон трапещи, 1) параллельна двум 
другимь стороиамь ея, м 2) равнлетсл полусуммь ить. 
В Положимъ, что въ трапеци АВСО 
т (черт. 73) М и №суть середины двухъ 
Е непаралаельныхъ сторонъ ея; требуется 


р доказать, {) что ММ параллельно Аи 


АБ -н ВС 
ео 

Доказ Провеля лини ВЕ и МЕ параллельно сторон 
С, замьтимъ, что МВАМ, и СМ = МЮ; но по $ 37, 
ВЕ = С№, МЕ= №0, сльдов. ВЕ = МЁ; наконецъ, 
такъ какъ (6 36) лини ВЕ и МЕ параллельны между 
собою, то (. МВЕ = С. АМЁ. Сафд. триугольники МВЕ 
и АМЕ, имъюще дв стороны и уголъ между ними рав- 
ными, по $ 15, равны между собою, и потому ИВМЕ= 
Д МАЕ, а волфдетые этого ($ 33) лини ММ и АБ па- 
раллельны между собою. 

Далфе, изъ равенства тЪхъ же триугольниковъ МВЕи 
АМЕ савдуеть МЕ=АЕ, но такъ какъ ($ 36) ЕМ = ВС 
и РО = ММ, то находимъ: 

ММ = ВС -- МЕ; МУ = АР — АЕ = АБ — МЕ; 
складывая эти два равенства, получаем 2М\= ВС--АР, 
_ ВсаАР 


Чарт. 73. © ВС, и 9) что ММ = 


слЪдов. М. 


Задачи. 


Чрезъ точку А провести зинио параллельно даиной пря- 
мой 1.2Е. 

35. Чрезь точку А провести линйо, пересфкающую прямую 
М подъ даннымъ угзомъ. 

36. Найти геометрическое мЪсто точекъ отстолщихъ отъ пря- 
мой ЁМ на разстоянй а. 


Да: 


37. Чему равняется сумма угловъ пятнадцатиугольника? 

38. Сколько сторонъ имфеть многоугольникъ, сумма угловъ 
котораго равна 504? 

39. Построить многоугольникъ равный данному многоу- 
гольнику. 

40. Опредфаить уголь, составленный двумл линями, раздая- 
ющими пополамъ внутренне односторонне углы двухъ парал- 
чельныхь дин, ь 

41. Чрезъ точку 4 провести свкущую къ двумь параллель- 
нымь линямъ ГМ и РО, такъ, чтобы часть ея, заключающаяся 
между ними, равнлиась данной лини а. 

42. Раздфлить линйо АВ на п равныхъ частей. 

43. Чрезъ точку 0, находящуюся внутри угла ВАС, провести 
прямую, такъ, чтобы часть ел, заключающаяся между сторонами 
угла, длилась бы вт точкь О пополамъ, 

44. Построить триугольникъ по данной высот Ли двумъ- 
даннымъ угламь при основанй 

48. Построить равйайдренный триугольникъ по данному ос 
нованйо и углу при вершин. 

46 Пострайть ие по данному периметру р, данной 
высотв А и данному углу, прилежащему основанйо. 

47. Построить триугольникъ по данному периметру р и двумъ 
даннымъ угламъ т и я. 

48. Построить паралаелограммъ по двумъ даннымъ дгагона- 
чямъ и одной изъ сторонь его. 


ГЛАВА [\. 
Подобте. 


Шодоше ПРЯМОЛИНЕЙНЫХЪ ФИГУРЪ, Отношение лишй, Ныкоторыя ПРЕД- 
ЛОЖЕШЯ 0 триугольшика, ГАРМОНИЧЕСКОе двавше. ЗАДАЧИ, 


Подоб1е триугольниковъ. 
$ 47. Триугольники АВС и А,В,С, (черт. 74), кото- 


в рыхъуглы соотвфтственно равны, 
называются подобными. Стороны, 
В, лежащия противъ равныхъ угловъ, 
их называются саодственными. 
о ол, @ Подобе обозначаетел иногда 


Черт. 74. знакомъ с; такъ напримёръ 


245 = 


ДАВС с2 Д А, В,С, означаетъ, что триугольники АВСи 
одобны. 
а подоб!я триугольниковъ слфдуетъ: 
4) Два триугольника, р. 3 соотвзтетвенно 
ъ угла, подобны ($ 40 слфд. 
т : = триугольникв АВС (черт. 75) проведемъ 
в линю ДЕ параллельно сторон® АС, то 
оте5ченный триугольникъ ОВЕ и три- 
угольникъ АВС подобны, потому что, 
по $ 35, ( ВБЕ = { ВАСи {ВЕБ = 
Черт: 75: Г ВСА, какъ углы соотвЪтственные. 
$ 483. ТЕОРЕМА. Вв подобныхь триугольникахь сход- 
ствениыя стороны пропоршональни. 
в Положимъ, что въ три- 
В, угольникахъ АВС и А, В, С, 
(черт. 76) А=А,; В= 
В,; С = С,: требуется до- 
эказать, что 


',) в 


с 


ТА ГАЯ 
Черт. 76. 
АВ _АС_ВС. 
А.В, А.С, В.С, 

Доказ. Отложимъ на АВ и АС части АБ и ии 
отвфтственно равны А,В, и А,С, п соединимъ й ы 
триугольники АЕ и А,В,С,, имфя по двъ я и 
углу между ними равными, равны ($ Е з ое 
Х АБЕ, и какь (В, ЕДВ, то (В= } 
тому по $ 33, лини ДЕ и ВС параллельны между со- 

: у лучая: 
бою. ДалЪе разсмотримъ два слу’ 

1-й случай, когда лиши АВ и АШ соизмвримы, т. е 
когда есть нфкоторая часть, называемая общею мтрою, 
которая содержится въ АВ п АР цфлое число р 
Пусть общая` мфра содержится въ АВ т разъ а въ 


4В _т. ром проведемъ чрезъ всЪ 


п разъ, такъ что чу =, 


6 


точки дЪлешя лини АВ прямыя, параллельныя ‘сторонё 
ВС, то по & 42 линш АС и АЕ раздфаятся также на 


ти п равныхъ частей, такъ что = = = ин слБдов. 
= _ АС 
г АЕ: 

2-й случай, когдалини АВ и А (черт. 77) несоиз- 

в мБримы, т. е. не имбютъ 

р в, общей мфры. Въ эломъ 

случа справедливость 

РТ АВ А мож. 

А КЕЙ СА, АБ ` АЕ’ 


Черт. 77. "шо обнаружить, доказы- 
йе 


‚ АВ 
вая, что отношеше чт’ не можеть быть ни болфе ни 


ан 
менфе отношёшя Е’ 


АС 
, м У, ООД 
Въ самомъ дфав, еслибы 5 а Е’ "0 вмБсто А 
возьмемь мёньшую лин Ал, такъ чтобы е и 
и у! ь ъ чтобы чу = ча 


Раздфлимъ сторону АС на такое число равныхъ ча- 
стей, чтобы каждая часть была менфе хЁ, ‘тогда, по 
крайней мЪрЪ, одна изъ точекъ двлешя будетъ лежать 
между хи Е. Пусть будетъ К такая точка; проведя ли- 
нию КН параллельно ВС, и замфтивъ, что ливи АС и 

[ АВ _ АС 
АК соизмфримы, находимъ, по предыдущему: чу = дк 


Если эту пропорцйо раздфлимъ на допущенную нами 


: АС 
пропорцио = и сократимъ равные члены, то 
находимъ аи Но отношеня Ир и не мо 
И АН — АК о АН "АЕ 


гутъ быть равны, потому что первое больше, ‘а второе 
меньше единицы. 


> 


Изъ этого слфдуетъ, что допущене = = приво- 


дить къ ложному заключенио; слЪд. не справедливо, и что 


. АВ 
по этому отношене ит] не можетъ быть больше отно- 


шеня == 40 
АЕ’ 


/Подобнымъ же образомъ можно доказать, что отно- 


шеше В не можеть быть и менфе отношешя ИС 
АР АЕ 


стоить только вместо АЕ взять линю Ау большую ея, 


/ и повторить предъидуция разсужденя. х 


И такъ: въ случаЪ несоизмфримости какъ въ случа 


ы и АН я 248 АС. 
соизмфримости / имфемъ Аа МЕ Е У И ДУС) 


Доказавши ао двухъ сторонъ подоб- 
ныхъ триугольниковъ, можно обнаружить пропорщональ- 
ность и ‘бторонь СВ и С,В„, наложивь А А,В, С, 

(черт. 78) на А АВСтакъ, 

чтобы уголь В, совпалъ 

съ угломъ Ви ДА, В,С, 
с, принялъ положеше ЕВС. 

По предыдущему имфемъ; 


Черт. 78. | 
АВ _ вс АВ _ ВС 


ВЕС И АВ, = ВС, 


Соединивъ эту пропорцю съ прежде полученною про- 
порщею, находимъ: -° 

АВ С 

А.В, А.С, 


что и требовалось доказать. 
Изъ этого предложешя слфдуетъ, что въ подобныхъ 
триугольникахь АВС и А,В,С, (черт. 79 см. на обор.) 


З 48: 


о высоты ВР и В, О, пропорщю 

ЕЯ нальны сторонамъ, потому что 

/ \ } Л триугольники АВД и А,В,О, 

А `СА фр, ‘6 въ которыхь (АЕЛА,, попо- 


Черт. 79. ложеню, и АДВЕГ А.О, В, 


Е. 
какъ углы прямые, подобны, ел$дов. вр= яв, о. 


$ 49. ТеорЕмА. Триузольники, которызь стороны про- 
порщональны, подобны между собою. 
в 
Положимъ, что въ три- 


\ в, 
7 АХ. › угольникахь АВСи А, В, С, 
А Е ВС 
СА, черт 78; = 
Черт. 78. черт 79) - В.С, 
} требуется доказать, что  А=/ й ИОВЕЕИ 
Й 
беби: 


Доказ. Отложимъ на АВ часть РВ = А.В, и прове- 
демъ линю ЕС параллельно сторонф АС. Триугольники 
АВС и ЕВС подобны, и потому, по предыдущему $, 
АВ = и 
тв= = гб’ Сравнивъ эти пропорщи съ данными 

АВ вс 
2.В, В.С, 
строению, ЕВ РА .В,, заключаемъ, что Вб = В,С, и 
Еб = А,С,. Сафдов. триугольники ЕВС и 4, В,С,, имя 
всф стороны соотвфтственно равными, по & 20, равны 
между собою, и потому ДА, = ДЁ=С 4; ДС, = 
Даби ИВ: 


АС 
пропорщями —- = С › ИЗамфтивъ, что, по по- 
ый 


$ 50. ТеорЕмА. „Два триугольника, имъюшие по рав- 
ному углу, заключенному между пропорцгональны.ми сто- 
ронами. подобны между собою. 


О 


Положимъ, что въ триугольникахъ 4ВСи А, В, С, (чер. 78) 
АВ _ ВС 
а а. 
АА ибо С:. 

Доказ. Отложимъ на АВ часть ВЕ-= А.В., и прове- 
демъ лицо ГС параллельно сторонз АС. Триугольники 


АВС и ЕВС подобны, а потому ($ 48) м = 


и/В=ОВ,; требуется доказать, что 


о р АВ 
Сравнивъ эту пропорцио съ данною пропорщею = 
1: 


С 
В.С, 
заключаемъ, что В@ = В,С,; слфдов. триугольники ЕВ. 
и А. В,С,, имя дв стороны и уголь между ними рав- 
ными, по $ 15, равны, и потому А, ЕЁ = ДАи 
АНИ (1 

$ 51. Текоремл. Два триугольника, козорыть сторо- 
пы ‘вЗаилно параллельны, подобны между собою. 

„Доказ. Чтобы доказать это предложеше независимо 
отъ взаимнаго положешя триугольниковъ, пусть будуть 
А, Ви С углы однаго и А,, В,, С, соотввтетвенные 
Угды другаго триугольника, такъ что стороны одноимен- 
ныхъ угловъ, напр. А и А, взаимно параллельны. По 
$ 40: Анв+-с=ЗиА, +В, + С 24, с. 
(Ан д,) + (В- В,) -= (С-г С,) = 44. Еслибъ угозъ 
А не равнялся углу 4,, то, по $ 38, АНА, = 94; но въ 
такомъ случав остальные два угла В и С, и $ 40 сафд. 
не могуть соотвфтственно равняться угламъ В, и С 


› изамбтивъ притом, что, по построенйо, ЁВ=А, Ву, 


если же В не равыяется В‚, то ($ 38) В-- в, = о. 
Сложивъ А + 4, =94 и В-ь В, = 94, находимъ 
(АА,) + (В-ы В,) = 44, что противоръчитъ равен- 
ству (АА, ) + (В-В,) + (б--С,) = 44. 

Изъ этого слфдуеть, что А =4,, В = В,, садов. п 
се 


4 


Е 


$ 52. ТЕОРЕМА. Два триузольника, которыть сторо- 
пы взаимио перпендикулярны, подобиы между собою. 

„Доказ. Чтобы доказать это предложеше независимо 
отъ положенм триугольниковъ, пусть будуть А, ВиС 
углы однаго и А,, В,, С, соотвфтственные углы другаго 
триугольника, такъ что стороны одноименныхъ угловъ, 
на пр. А и 4,, взаимно перпендикулярны. Такъ какъ 
(А--А,) -н (В-н В,) + (С-нС,) = 44, и соотвётствен- 
ные углы, но $ 39, или равны, или составляют `вмьст& 
24, то заключаемь, какъ въ предъидущемь $, чо 4 =А,; 
ВВ 60, 

$ 53. Ткоремл. Если гипотенуза и катеть одного 
прямозугольнаго триуольника пропорцональны гипотенузь и 
катету другого, то таке триуюльники подобны. 


в Положимъ, что въ 

а ' прямоугольныхь три- 

Е Аа 4 угольн. АВСи А, В,С, 

Ре = С (чер. 80) 28° АС, 
Черт, 80." : А.В, 


требуется доказать, что А = А, и С = С,. 

-Доказ. Отложимъь на АВ часть ЕВ = А.В, и про- 
ведемъ линио ЕС параллельно АС, находимъ, по $ 48: 
АВ _ АС г а : 
Тв = ра’ СРавнивъ эту пропорцро съданной пропорщею 


АВ _ АС й 

Я.В, 0. и замфтивъ притомъ, что, по построе ню, 
ГВ=А,В,, находимъ Еб = А,С,; слъдов. прямоугольные 
триугольники ЕВС и А,В,С,, имфя гипотенузу и одинъ 


изъ катетовъ равными, по $ 25, равны, и потому 
А Ан, И -С 


$ 54. ТЕоРЕмА. Стороны ума, пересьченныя двумя па- 
раллельными лишялми, дьалтсл на части пропорцгональныя. 


1 


ыы 


Положимъ, что лини Еб и ЕН (чер. 81) 
параллельны; требуется доказать, что 
ЕЁ _ ВЕ 
д бП Вб 
Доказ. Такъ какъ триугольники ЕВС 


и ЕВН подобны, то ($ 48) а. отеюда 


ВЕ— ВЕ _ ВН — ВС 


; но такъ какъ ВЕ — ВЕЕЕЁ и 


ВЕ ВЕ 
ЕЁ _ 6Н 
ВН — ВС 1° ‚р=с, ИА переставляя сред- 


нЕ члены: 


Обратная теорема. Если стороны ума АВС (черт. 82) 
раздьляютсл двумя лишлми КС и ЕН на части пропор- 


в ЕЕ . 
зрональныя: ЕР ‚ВЕ то эти ли параллельны, 
СН ВС 


„Доказ. Въ самомъ дЪлЪ, если бы ли- 
вя ЕН не была параллельна РС, 
то пусть ЕК будетъ параллель- 
на Е@, тогда, по предъидущей 
теоремъ, находимъ: ВЕ РЕ что 

} ° СК В6 

.. ЕЕ-ВЕ 
противорфчитъ предположеню: СИ= ВС: 


Черт. 82. 


Предложеше этого $ есть част- 
ный случай другаго, боле общаго 
предложен: лини СГ, СМ, С№Ми СР, 
(черт. 83), выардлиия изь одной 
точки С, дълятся двумя параллель- 
ными лишями АВцА, В, на пропорцго- 
_ СЕ, _ СБ, _ СВ, 
= ЕЕ. = ОБ, = ВВ. 

“ 


— 5 — 


Въ самомъ дВаф, по предъидущему, 
имбемъ пропорции 


СА со, Св 


т мм Р савдонат Е ЫЛА 

и и = ра ВВ 
‚ На свойств подобных триугольниковъ осно- 
вано устройство сна- 
ряда (черт. 84), назы- 
ваемаго циркулемепри- 
цедешя (сотпраз 4е ге- 
Чисбоп), и служащаго 
дая раздфлешя линш на 
нЪъсколько раввыхъ ча- 


Черт. 
стей. Чтобы раздфлить, съ помощро этого циркучя, ли- 
но АВ, напр., на 3 равиыя части, передвигаемь винтъ 
Р вдоль прорьза аб на такое разстояше отъ М, чтобы 
МР=ЗРВ; мфето, въ которое должно остановать винтъ 
р, обозначается цыфрами, поставленными вдоль про- 


рьза аб. Установив и укрЪпивъ винтъ въ падаежащемъ 


мвств, разстворлють циркуль такт, чтобы разстояше то- 
чекь Ми М равнялось лиши АВ, тогда разстояше то- 
чекъ В и С будеть третья часть длины АВ. 

Вмьето отого циркула употребляется также приборь 
(черт 85) называемый циркучеи® пропорцги 
(сотраз Че ргорогЦоп). Онъ состоитъ изъ 
двухъ равныхъ линеекъ вращающихся око- 
до шарньера 0; линейки раздфлены на 
одицаковое число равныхъ частей, обоз- 
наченныхь цыфрами. Съ помощию этого 
ить линно, которая 


циркуля можно опре 
анномь отношеши къ данной линии. Поло- 
ребуется опредфлить линйо, которая 


Черт. 85. 
была бы въ д: 


жимъ напр., ЧТо т 
относилась къ данной лини, какъ 3; 40; для этого ра- 


створяютъ циркуль такъ, чтобы разстояме двухъ то- 
чекъ, обозначенныхь цыфрою 10, равнялось данной ли- 
ни, тогда разстояше двухъ точекъ, обозначенныхь цы- 
фрою 3, будетъ искомая линя. о 

На томъ же началь основано устройство масштаба 
(черт. 86). Онъ 
Е состоить изъ аи- 
нейки, раздфлен- 
ной на нфеколько 
равныхъ частей 
АВ, ВЕ, ЕС..... 
представаяющихь принятую единицу масштаба, Ширина 
линейки равняется также этой единиц, т, е. АС=АВ. 
Линя АС, также какъ идишя АВ, раздфлены на 10 рав- 
ныхъ частей; чрезъь точки дфаеня АС проведены лини 
параллельныя АВ, а чрезъ точки дъленя АВ—диши пара- 
ллельныя аиши С1. Изъ устройства масштаба видно, что 
дв послвдовательныя поперечныя лини, напр. лини 
43 и 54, отебкаютъ отъ параллельныхь лиш й, проведен- 
пыхъ вдоль линейки, десятыя части принятой единицы, 
между тЪмъ какъ части этихъ параллелей, содержацияея 


Черт. 86. 


В = ; А 
между линиями СА и С1, будутъ равняться 10’ 20’ 10 


2 3 
00’ 100°°°** 


у" 


й 1 
лини А!, или = принятой единицы. 
В 100’ 1 й д Ц 


Чтобы съ помощио маештаба измфрить длину данной 
линш, накладываютъ се съ помощо циркуля на одну 
изъ параллельныхъ пы масштаба такимъ образомъ, что- 
бы концы циркуля совпадали приблизительно съ двумя 
точками дфленя, напр} № п ЛГ; очевидно что лишя ММ 
состоитъ 1) изъ М От. е. изъ двухъ единицъ 2) изъ 
МР т. е. изъ ияти десятыхъ единицы и 3) изъ РО т.е. 
изъ четырехъ сотыхь единицы, суд. ММ=2,54. 


— 54 — 


$ 56. Ткорвмл. Дишя, дъалщая уголь триугольника 
пополамь, дьлить противуположиую сторону на части 
пропоршопальныя двумь другимз сторопамь. 

Положимъ, что лин В (чер. 87) дЪлитъ уголъ В три- 

в Утольника АВС пополамъ, т. е. 

„| 2 АВ = (ОВС; требуется до- 
казать, что ЕВ 
", С ВС 

Доказ. Продолжимъ сторону АВ 

и проведемъ линйо СЕ параллель- 
Черт. 87. но сторон$ ВО. По 635 Х ВЕС= 
С АВР и {ВСЕ = СД. ОВС, и такъ какъ, по положенйо, 
ГАВО=ЕВС, то ВЕСЕ ВСЕ, сд. ВСЕВЕ (6 18). 
ВслБдетви же паралаельности линй ЕС и ВЮ, 
р: ($ 54), и такъ какъ ВЕ=ВС, р = т 

Обратиая теорема. Ашия ВТ) (черт. 87), дъалщая 
сторону АС па части пропорщональныл сторопамь АВ и 
ВС, дълить узоль В пополамь. 

Положимъ, что р и требуется доказать, что 

вре оС” ВС’ у 
С. АВО = ( ЬВС. 

Доказ. ВслЪдстйе параллельности линй ВО и ЕС 
имбемъ (6 54): р НА сравнивъ эту пропорцио съ 
°С” ВС’ 
данной пропорщею, заключаемъ, что ВС=ВЕ, т.е. что 
триугольникъ СВЕ равнобедренный и ( ВСЕ=Х. ВЕС. 
Но, по $ 35, С. АВШ = Г. ВЕС и (ОВС=/ ВСЕ, слёд. 
Г. АВО = Г ЬВС. 

$ 57, ТеорЕмл. Перпендикулярь, опущенный изь вер- 
шипы прлмаю угла па гипотепузу, есть средилл пропор- 
зрональнал между отрьзками гипотепузы, а каждый изъ 
катетовь есть средняя пропорщональная между зипоте- 
пузою и прилежащимь отртьзкомь. 


син. омаинаание вишни, ок: 


В 5 
Подожимъ, что въ прямоугольномъ три- 

р угольникв АСВ (черт. 88) СП есть пер- 

© о пендикуляръ, опущенный изъ вершины 
“> ‘в прямаго угла на гипотенузу АВ; тре- 


Черт. 88. буется доказать, что: 
"р ТС. АВ _ АС В = СВ. 
6= в 46—40 "СВ В 

Доказ. Прямоугольные триугольники АВС и АСР, 
имфюцще общий уголъ А, по & 40 сд. 3, равноуголь- 
сльд. (. АВС = АСР. Равнымъ образом прямоу- 
: и АВСи ВСО, имфюцие общий уголь 
В также равноугольны, и потому Х ВАС = С. ВСХ. Изъ 
этого слбдуеть, что оба триугольника АСЬ и ОСВ по- 
добны триугольнику АСВ, и потому они подобны меж- 


ду собою. 


вы, 
тольные триугольник 


Изъ подоб\я триугульниковъ АСР иВСО саъдуеть ($ 48): 
АР _ ОС. 
26 ов 
Изъ подоб1я триугольниковъ АВС и АСО слфдуетъ: 
АВ _ АС. 
26 — 25’ 
наконецъ изъ подобйя триугольник. АВС и ОСВ саЪдуетъ: 
„АВ _ СВ. 
св 0с 
Взявши произведеше среднихь и крайнихъь членовъ, 
находимъ: 


ТС: = АО. ОВ; АС: = АВ. АБи С1: = АВ. ОВ. 
Если раздФаимъ второе равенство натретье, то получимъ: 
АС: _ Ар, 


т. е. квадраты катетовь относятся между собою како 


отрьзки зипотенузы. 
$ 58. ТЕОРЕМА. Квадрать гипотепузы равилется сум- 
зшь квадратово двужь катетовь. 


Бе 


‚Доказ. Сложивъ два равенства, най= 
данныя въ предъидущемъ $ (чер. 88): 
_ Аб* = АВ. АО и СВ: = АВ. ОВ, 

Черт, 88. находимъ: 
АС" = СВ* = АВ. АР -+- АВ. РВ = АВ (АБ + РВ); 
но такъ какъ АР - ОВ =АВ, то АВ*-+ СВ: —= АВ*. 

Съ помощю этого соотношешя между гипотенузою 
и катетами можно опредфлить гипотенузу, когда оба ка- 
теты даны: АВ = Уд 


+- СВ*, и катетъ, когда ги- 
потенуза и другой катеть даны:. АС = У АВ: — 68%; 
т. е. гипотенуза равна квадратному корню изъ суммы 
квадратовъ двухъ катетовъ, и катетъ равенъ квадратно- 
му.корню изъ разности квадратовъ гипотенузы и дру- 
таго катета. 
$ 59. Творвмл. Во косоуюльномв триугольникть квад- 
рать стороны, лежащей противв остраго узла, равияет- 
сл суммь квадратовь двухо другижь сторонь, безь удвоен- 
назо произведеши осповашя па отртьзоко ео отв вершины 
остраю угла до высот. 


В Положимъ, что въ триугольникв АВС 
(черт. 89) А есть острый уголъ, ли- 
`А- с ня АС— основаше, и Вр—высота; тре- 


буетсл доказать, что: 
ВС = АВ* + АС* — АС. АБ. 
Доказ. Изъ прямоугольныхь триугольниковь ВОС и 
ВРА находимъ, по предъидущему $: 
ВС = ВО*-+ ОС*и ВБ: = АВ*— АБ. 
Кром того )С = АС — АРБ, слёд. 
.0С* = (АС — АБ)* = АС* -+ АР — ЗАС. А. 
Вставляя въ уравнене ВС? = ВО*-+- 0бз, выбсто ВО? 
и 0С*, найденныя выражен, и сокративъ, получим: 
ВС: = АВ* + АС* — ЗАС. АР. 


Черт. 89. 


ВИ 


$ 60. ТЕОРЕМА. Вз тупоузгольном» триугольникть квад- 
рать стороны, лежащей против тупаго узла, равилется 
сумлиь квадратовь двуль других сторонь, сложенной сб 
удвоеннымь произведещемь осповашя иа отртьзокб сз0 оть 
вершины тупаг угла д0 высоты. 

в Положимъ, что въ триугольник$ АВС 
(черт. 90) А есть тупой уголъ, 
лишя АС—основаше, а В)— высота; 

"А. С требуется доказать, что 
Черт. 90. ВС = АВ*-+ АС*-- 2АС. АБ. 

Доказ. Изъ прямоугольныхь триугольниковь ВОС и 
ВА имъемъ ($ 58): 

ВС: = В0* + ОС: и В? = АВз — АБ*. 

Кромъ того ЮС=АС + АБ, сафд. ОС'=(АС--АР)*= 
АС* + АО*-- ЗАС. АП. Вставивъ въ уравненя В6° = 
'В0*-+-0С*, вместо ВО’ и ОС*, найденныя выраженя, и 
сокротивъ, находимъ: 

ВС° = АВ* + АС*-- ЗАС. АР. 

$61. Теоремл. Во всяком параллелограмиь сумма 
квадратовь дгагоналей равилетсл суммь квадратовь че- 
тырежь сторопз его. 

с Положимъ, что АВСО (чер. Э1)есть па- 


_ раллелограммъ; требуется доказать, что 
В* = АС:= АВ? = ВС*-в СО*-- РА*. 
А т г 20каз. Опустимъ изъ точки В пер- 
Черт. 91. пендикуляръ на сторону АД и изъ 
точки Сперпендикуляръ напродолженше ел. По$59 имвемъ: 
В? = АВ* + АБ? — ЗАФ. АЕ, 
и по 6 60: 
АС° = С0*-н РА* - ПА. БЕ. 
Такъ какъ прямоугольные триугольники АВЕ и ОСЕ 
имБютьъ равные гипотенузы АВ и СО и равные катеты 


ВЕ и СЕ ($37), то, по & 25, они равны между собою; 


258 > 
в с Сидов. АЕ=ОЕ. Велёдстве этого при 
сложент двухъ предъидущихъ уравне- 
в! члены: ЗАО. АЕ и ЗЛА. ОЕ сокра- 
А | тятся, и если замбнимь сторону АД 


Черт. 9. равною ей стороною ВС, то получимъ: 
`ВОз -+- АС1 — АВ* = ВС* + С0* + РА®. 
7 —Подобйе многоугольниковъ. 
| 662. Два многоугольника АВСОЕпА, В,С, 0, Е, (чер. 92) съ 
\ одинакимъ числомъ сторонъ, 
в имфюние углы соотвфтетвен- 
но равные и стороны соот- 


А вБтственно пропорщюналь- 
ныя, называются подобиими. 

® РАС “ Пропорщональныя стороны 
Черт. 92. называются сходственними. 

Если отъ какой нибудь точки К внутри многоуголь- 
В с ника АВСРЕЕ (чер. 93) прове- 


и демъ линш ко всЪмъ вершинамъ 
ь а его, и раздфаимь эти лини въ 
м Г точкахъ А,, В,, С,...напропор- 
щтональныя части, такъ чтобы: 
; Е дА, _ ВВ, _ 66. 
Черт, 03. АК ВК СК 
то, соединивъ точки А,, В,» С....› составимъ многоуголь- 
никь 4, В.С, О, Е,Е,, подобный многоугольникуАВСРЕЕ. 
Въ самомъ двлЪ, стороны двухъ многоугольниковъ, по$ 54; 
соотвфтственно паралдельны, и потому соотвфтетвенные 
углы, какъ углы съ параллельными сторонами, равны 
($ 38). Кромф того изъ подоб!я триугохьников» АКВ 
иА,КВ,, ВКС и В, КС, СКО и С,КО, ит. д. сябдуетъ: 
АВ ВЕ С ОЕ 602 „ео и отеюда 
дв вк ВЕ СЕСОВ: 
С 


„›т. е. стороны пропорщональны. 


Точка К, отличающаяся тьмъ свойствомъ, что линш, 
проведенныя изъ нея къ вершинамъ одного многоугольни- 
ка, проходятъ также чрезъ соотвфтственныя вершины 
другаго, — называется центромь подоб:л. 

Для рисовашя подобныхъ многоугольниковъ упо- 
требляется снарядъ (чер. 94), на- 
зываемый пантографомь. Онъ со- 
стоитъ изъ четырехъ линеекъ ОМ, 
аР, аМи МА, соединенныхъ меж- 
ду собою въ точкахъ М, а, Ри № 
такъ, что линейки свободно мо- 
гуть вращатьсл около этихъ то- 
чекъ. Притомъ спарядъ имфетъ 

Черт 9+. такое устройство, что Ма =РМ№и 
ММ = аР, и что три точки 0, аи А лежатъ на одной 
прямой лини. Очевидно, что вслёдств!е этого ай УР, при 
всзхъ возможныхь положеняхъ линейки, остается всег- 
да параллелограммомъ и линейки ОМ и аР, равно какъ 
линейки аМ и АМ, всегда параллельными между собою. 
Предполагая точку О неподвижною, положимъ, что точ- 
ка А опишеть какую-нибудь прямую линио АВ, тогда 
точка а, очевидно, опишетъ также прямую линйо аб па- 


ралаельную первой, и находящуюся съ ней въ постоян- 


ОА ОМ 

7— или. Сад., 
да ОМ * 
если точку А вести по периметру какого-нибудь много- 
угольника, то точка а опишетъ подобный ему многоу- 


гольникъ; соотвфтственныя стороны этихъ двухъ мно- 


номъ отношении, равномъ отношен 


п. ФА 
гоугольниковъ будуть въ постоянномь отношеши: ст. 
Чтобы можно было произвольно измфнять это отношеше, 
четыре линейки снабжены равноотстоящими другъ отъ 
друга дырочками, которыя позволяютъ увеличивать и 
уменьшать длины аМ и ММ. 
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$ 63. Ткоркмл. Иерниетры подобны миогоузольни- 
ковв пропорцюнальны  стод- 


|. о р ствепнымь сторонамь. 
А /`- в. Положимъ, чтомиогоугольни- 
и ки АВСРЕЕ и 4, В, С.Р, Е, Е, 
- и. р, (чер. 92) подобны; требуется 
доказать, что: 
Черт. 99. м 


АВ-В С -СО--, Е --ЕА _ АВ 
А, В -НВ,С,-+С.2,-- р, Е, + Е,А, АА, 
„Доказ. Изъ опредълешя подобя многоугольников 
слбдуетъь;: 
АВ ВС СВ РЕ 
ОВ ВСЕ = 
и отсюда: 
АВВ С Ср-- РЕ -- ЕА АВ 
А, В, = В.С, СП, -- В.Е, -н Е, 4, А, В, 
$ 64. ТкорЕмл. „Димонали, проведенным изв соотвшт- 
ствепиыль уговь дву подобпыль многоуго-лыиихов», раз- 
дьаяють иль па одинаковое число подобиьиев и сходственио 
расположенные триуюльниковь. 


Положимъ, что мно- 
гоугольники АВСРЕЕ 


в, пА, В, С, Р, Е, Е, (чер. 

ь а 95) Гподобны, т. - 

р, углы: А, В, С.П, ЕиЁК 

Е и в_ Е соотвётетвенно рав- 
Черт. 95. ны угламъ: А,, В,,С., 


Ь,, Е, и В, и стороны: АВ, ВС, СП, БЕ, ЕЕ и ЕА 
соотвфтетвенно пропорщюнальны сторонамъ: 4,В,, В,С;, 
С.Р,, РЕ. и Е, Е; требуется доказать, что А АВС > 

А, В.С; А АСВ > А В,С,0,; ААБЕ-М АА, П,Е, и 
А АЕЕ <> ААЕЕ,. 


ву 


Доваз. Въ триугольникахь АВС и А,В,С,, по поло- 
женио,, (ВЕХВ,и 1. = вл: садов. эти три- 
угольники подобны ($ 50). 

Изъ подобя же этихъ триугольниковъ слфлуетъ, что 
Г. ВСА = В,С,А,, икакъ, по положенйо, Аб 

АС ВС 
то .АСЬ = 4,С,0,; кром$ того НО ео 
Г 2 (8) Е ср 
по положению: р. = СП. , то д-р : 
триугольники АСР и А,С,0, подобны ($ 50). 

Такимь же образомъь доказывается подоб!е и сльдую- 
щихь триугольниковъ 

Изъ сказаннаго въ этомъ ® слфдуетъ, что и дагона- 
ди подобныхьъ многоугольниковъ пропорщональны сход- 


слЪдоват. 


ственнымъ сторонамъ. 

Обратная теорема. Если два миооугольника АВСРЕЁЕ 
и А.В, С.Б, Е, Е, (черт. 95) деаюналями раздалютсл па 
одипакое число подобныхь и саодственио расположениыа 
триугольников, то таве многоуольники подобны. 

Положимь что ЛАВС > ДА, В,С,; ДАСЬ > АА, С.Р, 
ит. д., требуется доказать, что А = С. А; ИВЕСВ, 
АВ _ ВС _ СО 


образомъ доказывается равенство и другихъ угловъ. 
Далъе, находимъ изъ подоб!я три — ковъ АВСи А, В, С,: 
В НС 
ав. В, А.С," 


СР АС, садов 
Ся 


А.В, 5 В, С, 
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Такимъ же образомь доказывается пропорцюналь- 
ность и другихъ сторонъ. 


$ 65. Есди внутри однаго изъ двухъ подобныхъ многоугольни- 

в ковъ4В СРЕГи 4, В, С,р,Е.Е, 
(черт. 96) беремъ произволь" 
ную точку К, и соединивши. 


в вв съ концами какой нибудь 
д С, Стороны АВ, составимъ три- 
й “ угольникъ АВК, за тмъ надъ 


р, СХодственной стороною А,В, 
‘составимъ триугольн. А, В.К, 
* ЕВ ему подобный и одинаково 
Черт. 96. съ нимъ расположенный, то 


точка К,, такимъ образомъ опредфаенная, называется соотаьт- 
ственною точкою К, 


Чини НКи Н,К,, соединяющи двф взаимно соотвфтственныя 
точки, называются соотвльтственными зинтлми. 


$ 66 ТкорЕмл. Если изв соотаттстивнныхг точекв двухз подоб- 
ных; инооугольниховв проведем лини ко ветьмз вершинам их, 
то мнозоуюльники раздъалт"л на одинаков число подобные и 
сходетвенио располокенныхь триуюльниковв. 


Положимъ, что въ подобныхъ 
многоугольниках (черт. 97) АВСЬЕ 
и 4,В,С,0,Е, точки К и К, суть 


в 
а 
А, Ц с Точки соотвётственныя, т.е. 
А ” ДАВК = А 4,В,К,; требуется до. 
и вазать, что А ВКС ^ д В,К,С,, 
м А 5 АСКЛ, ит. д. 
в 9 


® 101 Доказ. Изъ подобия многоуголь- 
Черт. 97. никовъ и подобя триугольниковь 
АВКи 4, К, савдуеть: 1) АВС = А,В,б. и САВК АВК, 


и - Е ВС АВ ВК 
и потому 2 КВб= Е К, В.С; 9 = = 
у А аа 
потому ВС — ВК Су . 
М = ВК. чЪдов. триугольники ВКС и В,К,С, по- 


добны ($ 59). 


Такимъ же образомь доказывается подоб1е и другихъ три- 
Угольниковъ. 


$ 67. ТЕОРЕМА. Соотвпыпетаенныя ити пропорцтональны слод- 
ственнымв сторонамв. 


Положимъ, что КиК, Ни 
Н, (черт. 98) суть соотвт- 
ственныя точки двухтъ по- 


в, добныхъ — многоугольни- 
д С ковъ АВСОЕ и А,В,С.В,Е,, 
й “ т. 6. А 48К ^ А АВК, 


и ДАВН < АА,ВН,; 
8) ‘требуется доказать, что 
КН АВ 


‘ а .. 
Черт. 98. КН, АВ, 
3. Изъ подобя триугольниковъ АВКи А,В,К,, АВНИ А, В, Н, 
а ВАК НР А.К, п ван В.А, и потому 
ы А 


ру в МН 
и. . - и потом 
АО У а ИТ! у 


а к ==, . Сафдов. триугольники АЯК и д,Н,К, подобны($50). 

Пе И т 
Изъ этого слфдуетъ, что НАК и такъ какь, по поло- 

к_4в „КН 4В 
+, -В 

$ 68. Пентромё подобёл двухъ подобныхъ многоугольшиковъ 
называется вообще точка, такимъ образомь расположенная 
относительно ихъ, что прямая, проведенная изъ нея въ как: 
нибудь точку однаго многоугольника, проходить чрезъ соотв 
ственную точку другаго. 

Есзи изъ какой нибудь точки О (черт. 99) проведемъ прямыя 
лини ко весфмъ вер- 
шинамъ многоугольни- 
ка АВС, и продолжив- 
ши ихьъ, проведемъ 
А.В, и А,В, паралаезь- 
но АВ; В,С, и В, С, па- 
разлельно ВС; С,), и 
С.П, параллельно бр, 
А, О, и А,О, паразаель- 
но АО, то состават- 

Черт. 99. ся два многоугольника 
А,В.С,0, и А,В,С.П,, подобные многоугольнику АВС ($ 63), 
которыхъ общий центръ подобя будеть О. 

Когда многоугольники АВСО и 4,В,С,0, расположены такъ, 
что соотвфтственныя точки лежатъ по одной сторон центра 
подобя О, то этоть центръ называется вилиинимв, когда же 
многоугольники АВСО и А,В,С,0, расположены такъ, что со- 
отвфтственныя точки лежатъ по разнымъ сторонамъ центра по- 
добя О, то этотъ центръ называется внутренним. 

Точка К, $ 62 черт 93, есть внфший центръ подоб!я. 
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Отношене линйй. 


$ 69. ЗАдлчл Олребъаить числеиное отношен!е двузь лиш 
Аи В, предполтал А > В 
Рыш.Динйо В накладываемъ на линно А столько, разъ, сколько 
возможно; остатокъ, при этомъ полученный, накладываемь на В 
столько разъ сколько это возможно; остатокъ, при этомъ позу- 
ченный, накладываемь на первый остатокъ столько разъ сколь- 
КО это возможно, и поступаемъ такимъ образомъ далфе, накла- 
дывая полученный остатокъ на предшествовавиий столько разу 
сколько это возможно. При этомъ могуть быть два случая: 1) 
или мы доходимь до остатка, который въ предшествовавшемь 
остаткф содержится цфаое число разъ такъ, что новаго остат. 
ка не получится, изи 3) ни одинъ изъ остатковъ не будеть со- 
мое число разъ въ предшествовавшемъь оста 
.и/чай. Положимъ, что В содержится т разъ въ А съ 
гкомъ Д‚, такъ что 
А=т. В+; 
пусть И, содержится п разъ въ В, съ остаткомь В,, такъ что, 
В=ид, + К,; 
В, содержится р разъ въ А, съ остаткомъ Ву, такь что 
В =рА, + В, 
и наконець В, содержится 4 разъ въ Д, безъ остатка, такъ что 
В, = А.. 
Изъ посафднихь двухь уравиенй находимъ: 
и = РА, + В; = (р 1) В,; 


держаться ц| 
1-й 


садов, 

Вий, + Л, — [м (9-4) +] № 
тВ-- А, = [ии (9-1) + тд + р 1] Д,. 

Такъ какъ т, я, ри 4 суть цфаыя числа, то очевидно, что 
А, заключается цфаое число разъ въ Аи В; лини Аи В въ 
этомъ случа называются соиазиьримими, и К,—ихъ общею дтрою. 

Отношеню между ашиями Аи В находимь, раздъзивъ пер- 
вую на вторую: 

А т.п (2-1) 4- тр + 9-1 
В па -+ +4 

Замфтимь, что общая м\| В, двухь аший А и В будеть 
общею мёрою и остатковъ А, и В., потому, что изъ уравне- 

В+ иВ=н А, + В,, находимь В, = А—шВи 
— т А,; отсюда сядуетъ, что аиня, содержащаяся ц - 
лое число разъ въ А и В, будетъ содержаться также цфлое чи- 
с40 разъ въ В, и В, 

2-й слунай. Есаи ни одинъ изъ остатковъ ие содержится цф- 
406 число разъ въ предшествовавшемъ остаткЪ, то лини 4 и 
В нс могутъ имфть общей мёры. Въ самомъ АЪаВ, положимь, 
что въ этомъ случа 4 и В ныфли бы общую мфру Р. Посафдо- 
вательные остатки А, В, В, В.... постепенно уменьшаются и 
могутъ быть сдфлапы менфе всякой давной величины, потому 
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что, если примемъ остатки положительными или. отрицательны- 
ми, то можно допустить, что каждый остатокъ не боле поло- 
вины предшествовавшаго остатка. Положить, что повториаи по- 
сафдовательны дЪйствя столько разъ, что получизи остатокъ 
ПД, <Р. Нор какъ общая мфра АиВ, будетъ, по ‚предъиду- 
щему, общею мьрою и всёхъ остатковъ, садов. Р должно а 
жаться цф10е число разъ въЁ,, а это невозможно, когда К, < Р. 
Лиши, ненмфющя общей мфры, называются несонзмпримыми, 
и численное отношеше ихъ можеть быть опредфаено только по 
приближенио. 
Изъ уравнен!й: 
А=тВ- В; ВЕяВ, + В; В, = РВ, + В,; А, =4 В, + Ви. 


находимъ: 


отсюда 


ывая непрерывную дробь па какомъ нибудь мёстё, по- 
и И ину отношешя двухъ апнй А в 
и эта ведичина тёмь ближе подходить къ истинной ведич! ыы 
чфмъ больше членовъ иепрерывной дроби припимаемт въ расчетъ. 
Отношеше несоизмёримыхъ ведичинъ назыв. иррацональныме + 


7 Е . Даюпаль и сторона квадрата несоизмиримы. 
Е "Докал. НЫ агоцаав ВЛ коодрата 4ВСБ 
(черт. 100) отложимъ Вл, = ВА, и про- 

в С ведемъ 4,В, перпендикулярно къ ВО. 
Прямоугольные триугольники ВАР и 
В,4,0, имъюпуе общ уголъ 0, подоб- 
пы, и такъ какъ АВ = АД, то 4,В, —А,Р. 
Далфе, такъ какъ въ равнобедренномъ 
триугольникВ 484, углы А и 4, равны, 
тои В, АА, = В, А, А, и потому А,В,=АВ, 
саЪдов. 4,0 = 4,В, =АВ,. Изъ этого сл 
дуетъ, что 4,0 < 40, и что сторона ква- 
Черт. 400. драта содержится въ д!агонал только 


одинъ разъ съ остаткомъ 4,0. . 
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Изъ подобя триугольниковь АВР и А.В, сафдуетъ, что 
\А,В,О можетъ быть разсматриваемъ какъ половина. квадрата, 
`отораго сторона будетъ остатокъ 4,0, а дагональ лия В,0; 
!3ъ сказаннаго же заключаемъ, что сторона 4,0 содержится 
эзъ дагональ В,0 одинъ разъ съ ифкоторымъ остаткомъ 4,П, 
слЪдов. въ сторонё АР она содержится два раза съ тёмъ же 
остаткомъ 4,0, а это значиттъ, что первый остатокъ содержится 
въ сторонф квадрата два раза съ новымъ остаткомъ А,0. 

Если проведемъ А,В, перпендикулярно къ 4), то составится 
триугольникъ 4,В,0, который находится относительно ДА,В,В 
въ подобномъ отношеши, какъ А 4,В,р относительно ДАВО; 
изъ подоб триугольниковъ 4,В,0 и А, В.П слЪдуетъ, что 4,В,Р 
можно разсматривать какъ половину квадрата, котораго сторо- 
на есть второй остатокъ 4,0, а дагональ — линя В,0; а изъ 
прежде сказаипаго судуетъ, что второй остатокъ А, содер- 
жится въ сторонф 4,0, т. ©. въ первомъ остаткф, два раза съ 
новымъ остаткомъ, 

Разсуждая такимъ образомъ далфе, заключаемь, что каждый 
остатокь содержитси въ предшествовавшемь остатк® два раза 
съ новымъ остаткомтъ, и потому лини АВ и ВЮ несоизмёримы. 
Если означимь чрезь а и 4 сторону и дагональ квадрата, и 
чрезъ т, г, т,... послфдовательные остатки, то 

нач а= и, +; м-н, +; 
сафдов. 


9, +1... 


Изъ прямоугольнаго и равнобедреннаго триугольника АВР на- 
ходимть: В = 4В* -+- 40 — ЗАВ", иди 4*= а; сафдов. аа. 
Если примемь въ расчеть пять членовъ непрерывной дробз, 
то находимь -— = 1,41438....; прямое же извлечеше квадратна- 


го корня даеть С = 1,41421.... 


Нкоторыя предложен о триугольниЕ$. 


$ 71. ТЕОРЕМА. Сумма каадратове двутв сторон АВ и ВС 
триуюльника АВС (черт. (101) рав- 
илется двойному кпадрату алии ВБ, 
соедиилющей вершииу триульника св 
срединой основаи(я, сложенном сз даой- 
пымв квадратом половины основа. 
во пол, т. е: 
Черт. 104. АВ* ВС" — 9 ВО" +9 40". 
‚Доказ. Опустивь изъ вершины В перпендикуляръ ВЕ на сто- 
рону 46, паходимъ изъ остроугольнаго триугольника АВР ($ 59): 


АВ" = ВО* + 41" — 9 г о 
зъ тупоугольнаго триугольника ВР. В 
ре У И с 9 06 ЕВ. 
Сложивъ эти два уравненя и замфтивъ, что ОС = 40, находимь: 
АВ* + ВС? = ВО* +9 А1*. 

Если въ какомъ нибудь четыреугольникв АВСР (черт. 102) 
проведемь дагонали АС и ВИ, 
средины ихъ Ёи М соединимъ меж- 

собою, наконецъ проведемъ ли- 
ши ГС и ГА, то, по предъидущему, 
находимъ изъ триугольника ВАР: 
В" + 40" = ВЕ +9 АГ; 
а изъ триугольника ВСЬ: 
ВС’ -- 60* = Вл + 9 Си. 
Черт. 402. Сложивъ эти два уравиешя и за- 
мЬтивъ, что 4 В (2 ВГ)* *, находим: 
АВ" + ВС" -- С0* = 40* = ВО* 9 (41 -н СГ’) 
Но изъ триугольшика АРС получаемъ: 
аи СГ" = ЗАМ" +9 МГ, 


= 


жив на 3; 

2 (АГ + С) =4АМ* 4-4 МА = АС" + & МГ". 

Вставаяя это выражеше въ предъидущее уравнеше, находимъ: 
АВ" + ВС* + С0* + 40' = ВО* + Аб* +4 МГ, 

т. е, сумма квадратовв всттб сторонз какозо нибудь четыреуюлиьни- 

ка раоипется сумлиь квадратова его диионалей, слоосепной св учет- 

вереннымь коадратомв разстолшл между срединами дгазонадей. 

$ 72 ТЕОРЕМА. Если 0г триуольнииь АВС (черт. 403 м 104) 

проведемв — проиа- 

вольную линйо Е, 

отспкающую — отв 

каждой стороны ето 

доа отризка: отв 

АВ—отртзки АП и 

ЛВ, отв ВС — от- 

рюзки ВЕ и ЕСи 

отв АС — отрьзки 

АР и СР, то про- 


наи умн 


Черт. 4103. Черт. 404. 
изаедене трежь отрьзковв, не имощихв общей вершины три- 


ольника, равилется произоедсию трешо друпика отрьзковв (*): 
Ар. ВЕ . СЕ = 0В.ЕС. АЕ. 
‚Доказ. Мроведя Сб параллельно линш ОЕ, находимъ ($ 54): 


СЕ ЕВЕ ВИ дв пропорщи, получим 


АЕ 40’ ЕС 56° 
ВЕ. СЕ __ БВ 
а р. ВЕ. СР=ЬВ. ЕС. АЕ. 

ЕС. АЕ я’ ии А. 

Г) Это предзожеше, служиншее оеновашемь всей Тригонометрёи древиихь, при- 
т. Гречесвому Геометру Мепемив (98 п. Р. Х). я 
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$ 73. Ткоркмл. Бели чрезв какую нибудь внутреннюю точку О 
триуюльника АВС (черт. 405) проведе 

в прлмып 40а, ВОЬ`и С0с, раздъалющ/я 
каждую сторону триуюльника па да от- 


й ы ризка, то произведене третв отрьдкоез, 
\ не имьющихе общей вершины триугольника, 
А с равняется произведению трехё друпитб 
гл отртьзковз: 
Ас. Ва. 66 =сВ.аС.64А. 
Черт. 408. ‚Доказ. Изъ триугольника АВа, пересь- 


ченнаго прямою бе, находимъ, на основанш предъидущаго $: 
Ас ВС. а0 = В. аб. АО; изъ триугольника Аба, пересфчениа- 
го прямой 8, имфемъ: 54. а0. СВ = 66. АО Ва. Раздъаивъ пер- 
вое уравиеше на второе, находимъ: 

4 — <В.- 46 пли де, Ва, СЬ == сВ. аб. А 

54 — 05. Ва, ее 
$74. ТЕОРЕМА. Гл вершину В триугольника АСВ (черт. 104) 
соедипимв св произвольной точкой 2 

В противуполоскной стороны ‚то: 

АВ" рС+ ВС". 40— ВГ.АС=АС.АР. СО. 
'Доказ_ Проведя ВЕ перпендикулир- 
но къ АС, находимъ: 

А вр (4 1) дв = ВЕ* + АЕ"; 

Черт. 401. ВС' = СЕ‘ -- ЕВ 1С — АЕ)* +- ЕВ* 
или 9) В6: = 4С' + АЕ' —9 АС.АЕ. = ЕВ; р 
ВО* = ВЕ*  ЕБ’ Е" + (40 — АЕ)* 
иди 3) ВО' == ВЕ* -н 40* + АЕ' —9 АГ. АЕ. 

Помноживь первое уравнеше на СО, второе на АБ, третье 
на Аб, и вычтя третье изъ суммы двухъ первыхъ, находимъ: 
АВ*. СИ -- ВС". 49 — ВИ". АС = ВЕ (СВ - АО — 46) 
"АЕ" (0 +40 — 46) + 4'. АВ — АМ". Аб. 

Чаены, содержащее ВЕ? и АЁ* сократится, и замфтивъ, что, 

АС'. АБ — А0*. Аб = АС. АБ (АС — АБ) 12. АБ. БС, 
находим 
АВ“. Ср -- ВС'. АБ — ВИ*. АС = АС. АБ. БС. йе: 

Это предзожеше содержитъ одноизъ самыхь общихъ свойствъ 
триугольника. 

Если положимь, что триугольникъ АВС равнобедренный: 
АВ = СВ, то предъидущее уравнеше принимаетъ видъ 

А 6 40. 06; 
замётивъ, что СО -- АБ = 4С, и сокративъ на 4С, находимъ, 
дин равнобедреннаго триугольника, сафдующее уравиеше: 
АВ* — ВО* = АБ. С. 

Если позожимъ, что точка 0 есть средина лиши 46, такъ 
что АР = СВи АС==9 АО, то сокративъ общее уравнешо 
на АБ, находимь 
АВ* -- ВС: =2 ВО" 3 40°. 

Если въ трапеци АВСЬ (черт. 106) проведемъ длагонали АС и 
ВЭ, кромф того, проведемь ВЁ параллельно СР и СЕ паразаель- 
но 48, то, по предъидущему, изъ триугольника АСВ найдемъ: 


69. — 


АС:, ЕБ-Е СЬ*. АЕ-СЕ*. Ар=аАР, АЕ. ЕЛ, 

т С а изъ триугольника АВР: 
ВО*. АР-+-АВ!. ЕП —ВЕ*. АП=АЮ. АК. ЕО 

Если сложимъ эти два уравнения и 
замфтимь, что вторыя части ихъ рав- 
ны и что: 
Е) = АЕ; СЕ = АВ; ВЕ = С0; ЕБ=ВС, 

Черт. 4106. то получим: 
(4С' + 803) АЕ — С0' (АВ — АВ) — АВ". (АВ — ЕО) АБ. АЕ. ВС; 
и какь 40— АЕ = АР, то, по сокращенио на АЁ, паходимъ: 
АС‘ + ВО* = С0* + АВ* + АБ. ВС. 


Гарионическое дфлеше. 


$ 75. Если лшшя АД (черт. 107) раздфаена на тамя три ча- 
сти АВ, ВСи СО, которыя со всею зи- 
ею 4 составанють геометрическую 


ЕР Риропорцио, въ которой крайше. от- 
й рёзки АВ и СВ суть крайше члены, 
Черт. 407. а вол ния и средшй отрфзокъь ВС,— 
средше, иди наобороть, те. если Зу= уу, то говорить, что 


АБ раздфлена гармонически, а точки 4,8,С и называють 
зармонимескими. *) 

Чтобъ раздфаить данную линйо АЛ (черт. 108) гармонически, 
назиачаемъ на ней’ произвольно точ- 
ку С, ши что вее равно — назна- 
чаемъ произвольную крайшою часть 
Ср. Проведя за тёмъ чрезъ точку А 
какую нибудь прямую Аб ичрезъ точ- 
ки Си ОдвЪ параллели СЕ и ОЕ, от- 
зожимь Еб = ЕЁ и проведемь ЕВ 

Черт. 408, паразаеньно СС, тогда В будетъ чет- 
вертая гармоническая точка къ тремъь точкамь 4, Си 0. Въ 
самомъ да: 


АВ 

ВС Е 

и такъ какъ, по построено, ЕЁ = Е6 

Подожимъ, что линм АД (черт. 107) раздфлена гармонически 

въ точкахь Ви Си пусть будеть О средина Ни АС, тогда 

из трель лиш ОВ, ОСи ОО, средиля — ОС — ость среднлл про- 
порцтональнал между двумя орушми ОВ и ОР. : 


=вс` Находим 


Въ самомъ дав изъ пропорщи 


Ар -- С0. 40 — С0 _ АВ + ВС, АВ — ВС 
ЕН ПИЯ { =" 


:) Бе ша Ние (1685) осповазь па гармоноческоль дъзещи теорйю кониче- 
скихь сёчешй въ духь древней Геомотим и чрезъ сочпиеше его мазваше вес- 
[о Ваппошеа преимущественно вошло въ употреблеше. 


И 


Но АВ + 60 = Аб-+ 260 = 9 (0С+ С) = 300; 
40—60 — 306; 4В + ВС = 306; р 
АВ —ВС= Аб — ВС = (0С— СВ) Е 208; 
00 __0с , 
ос ов ` 
\е @ $ 76. Если изъ трехъ линй —а, 6 
в. и с — первая относится къ третьей, 
какъ разность первойи второй отно- 
сится къ разности второй и третьей, 
т. в. всли 
р ае=а— 6: — с, 
че У то такая пропорщя называется сред- 
а рт. 408: нею зармонимескою пропорщею, и ди- 
п ‘среднею зармонически пропорщгонадьною. 
а произведеше средпихъ и крайнихъ членовъ, найдемъ 
с = 46 — ас; садов, среди гармонически пропорцю- 
нальный чаонь = 2“ °. 
ас 


Если жевъ пропорщи $75 (черт. 107): ро ‚ замфнимъ 


ВС чрозь 46 —АВ и С0 чрезь АБ — АС, й, 
— 46, то найдемъ 
з АВ АО 46: ев А 
т сифдуеть, что три части 40, АС, АВ диши АП, 
и й гармонически, составляють га с- 

я й сроднюю гармониче 

$ 77. Ткорвмл сям четыре ливи Од, ОВ,.ОС, и ОП, 
{черт. 109), выходлийя изв общей 
точки О, пересьчены какой нибудь 
прлмою АП, то отрьзки ея: АВ, ВС 
и С0 имьютв то свойство, что от- 
пошещее АВ = 60, 
Ар. ВС 
столпиая, независящая ств положенёя. 
лиши АИ. 

‚ Доказ. Проведя какую нибудь ли- 
нию 4, 0, и чрезъ точку 4 линйо 
А4 ей и 0, паходимъ изъ 

Е триугольника АеС, пересфченнаг“ 
лишею ОВ, ($ 73): 46.0с.СВ = ес. ОС. АВ, аизъ т же ыы 
ааа Асб, пересфченнаго линею 00, находимъ: 

А4. Ос. СП = с4. ОС. АБ. Раздфливъ второе уравнеше на пер- 
4! . СВ ве АП АВ. СО _ 46. в4 

45. 68 ев" 10.86 да. в' 

Аи д, О, имфемъ: 


саЪдов. 


= 


сесть величина по- 


Черт. 109. 


вое, получимь: 


Но всабдетше параллельности див 
Ав _ АВ, © _ СБ АБ. в 


А СИ . С, 
2 — Ле — ВСВ. с = др, вс ИОТОму 
АВ’. Со _ А,В,. С, Ж 
Вб = 
что и требовалось доказать. 


НЫ 


Е сай лишн 40 въ точкахь В п С о гаржоначески, 
АЙ ср АС. ПВ 
т рт с ии АВ. СБ = АП. ВС, то чи. вс= 4; саЪ 
довательно въ этомъ случав всякая другая дин А, 2, 
раздфлится въ точкахь В, иС, гармонически. Линш Од, 0 |5 
ОС, и 00, въ этомъ случав называются гармопическими чуча- 
ми, а точка О — зормоническиме центром 


АВ. СП 


Отношеше 20. ВС 


$ 78. Если въ какомъ нибудь четыреугольник® АВСИ (черт. 101). 

‘д  продолжимь противуположныя 
стороны доихъ пресфчени: сторо- 
пы АВи СО до точки Е, а стороны 
ВСи АЙ до точки Е, то чигура, та- 
кизмь образомь составленная, на- 
зывастся подныма четиреузольни- 
ком». Лишя ЕЁ называется также 
диагональю, такъ что позныый че- 
тыреугольникь иметь три д’аго- 
нали АС,ВБ.и ЕЁ, 

ТЕОРЕМА. Вб по зномё четы- 
реуюльникь каждая Эгаюналь д%- 
дится зармопически дзума Фру- 
Г зимы драоналлми, 

Черт. 110. Продолжим дагонали АСи ВО 
до пересфчешя съ дгоназью ЕЁ; требуется доказать, что 
ЕН _ НЕ 
Го М° 

‚Доказ. По.$ 78 имфемь изъ триугольника ЕАЕ, пересфчен- 
наго прямой ВЕ 


назынается агармолическиме отношешемв. 


АВ.БЕ. Е1 = ЕВ. АБ. РГ, 
изъ триугозьшка ЕАН, пересфченнаго прямой ВЕ, имфемъ: 
ЕВ. АС. НЕ =АВ. СН. ЕЁ, 


НАЕ, пересфченнаго прямой Е: 
АС. ОЕ. ЕН, 
еня и сокративъ равные члены, 


наконець изъ триугольни 
СН. АБ. Е 


Перемпоживь эти три ура 
находим ь: 


ЕГ.ЕН, или ИИ 


НЕ. Ё! 


Задачи. 

49. Стороны триуголышка соотьфтетвеино равны 3, 4 и5; 
опредфлить угодъ, зежащий противъ большей стороны. 

80. Льстница, даиною въ 10 «ут., приложена къ вертикаль- 
ной стВив такъ, что основан! е лестницы отстоить отъ ствны 
на 6 зут.; на какой высотв находится вершиша афетницы? 

51 Если основаше австницы отодвипется отъ ствны еще 
за 9., па сколько Футомь повизитсл вершина ся? 
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52. Стороны триугольника соотвфтетвенно равны 40, 15 и 20; 
какого вида уголъ, дежащй противъ большей стороны? 

53. Периметръ прямоугольнаго триугольника равенъ 2ри 
одинъ изъ катотовъ равенъ 5; опредфаить гипотенузу. 

54. Три стороны триугольника соотвфтственво равны а, би 
с; опредфлить дзину лини 7, соединяющей вершину А триу- 
гольника съ срединою противуположной стороны. 

55. Найти четвертую пропорщюнальную къ тремъ даннымъ 
динямъ а, фи с. 

56. Раздфаить линно АВ на двф части въ данномъ отношеши, 

57. Раздфаить линйо АВ на части пропорщональныя зишямъ 
т, риф. 

58. Чрезъ точку А провести прямую такъ, чтобы разстоянт 
ея оть двухъ данныхь точекъ Ви С были въ данномъ отно- 
шени т: я. 

59. Даны двф прямыя АВ и АС и точка 7 внутри угла ВАС; 
найти на прямой 4С точку, равноотстолщую отъ точки Ли 
отъ прямой АВ. 

60. Даны дв прямыя АВиАСи точка / провести чрезъ / пря- 
мую такъ, чтобы части ел, отсфкаемыя прямыми АВи АС, были 
въ данномъ отношени т: #. 

61. Изъ точки 7 проведены ирямыя къ разнымъ точкам дан- 
ной лиши 48; опредфлить геометрическое место точекъ, дфая- 
щихь эти лиши въ отношени т: п. 

62. Стороны параллелограмма соотьфтственно равны 9 хут., 
и 3 оут., разстолше же двухъ сторонь въ 9 Фут. равно 5; 
опредфаить разстолше двухъ другихъ сторонъ. 

63. Построить триугольникъ, въ которомъ три диши, соеди- 
ниющи вершины триугольника съ срединами противуполож- 
ныхъ сторопь, соотвфтственно равны (, {,, 1,. 

64. Даны дгагонали 4 и 4, параллелограмма и одна изъ сто- 
ронъ его а, онредфаить другую сторону. 

65. Построить на данной чин АВ многоугольникъ подобный 
данному. 

66. Вписать квадрать въ триугольникъ АВС. 

67. Въ триугольникв АВС вписать прямоугольникъ, котораго 
стороны находятся въ отношеши т: я. 

68. Найти геометрическое мьсто точекъ подъ услошемъ, чтобы 
сумма квадратовъ разстояшй каждой изъ нихъ отъ двухъ дан- 
ныхъ точекъ А и В равнялась данной величинВ эя?. 


ГЛАВА У. 
Объ окружности круга. 


Хоргды п касАТЕЛЬНЫЯ. Измзреше углов. ПропорщтонаЛЬНЫЙ Лии 

въ кругь. ВнисАНЦЫЕ и ОПИСАННЫЕ миогоуголышики, Относительное 

положыШЕ ДВУХЬ ОКРУЖИОСТЕЙ. ЧЕТЫРЕ ЗАМФЧАТЕЛЬНЫЯ ТОЧКИ ТРИ- 
угольникл. Взаимныя точки. Поляры. Задачи, 


Хорды и касательных. 


$ 79. Всякая часть АСВ (черт. 111) окружности кру- 
га называется душою ($ 11), лия же 


= АВ, соединяющая концы дуги и не про- 
ходящая чрезъ центръ — 20ордою. Каж- 

дал хорда АВ соотвЪтствуетъ двумъ не- 

и в равнымъ дугамь АСВ и АШВ, соста- 
ваЯющЩИМЪ ВМТ полную окружность. 

НЕ Очевидно, что всякая хорда меньше 


диаметра, потому что, соединивъ концы хорды Аи В съ 
центромъ, находимъ (© 13) АВ < А0-н0В, но 40-08 
равияется даметру- 

Линя АВС (черт. 119), пересъкающая окружность, 

называется сокущею. Съкущая мо- 
С жетъ пересфкать окружность не бо- 
лъе какъ въ двухъ точкахъ, потому 
что если бы опа имфла еще третью 
точку общую съ окружностью, то 
три точки прямой отетояли бы отъ 
точки О на равныхъ разстояшяхъ, 


Е 
Черт. 149. 
что противно $ 30. 


ож Линя ЕМ (чер. 112), имфъющая толь- 
/ —`\ — =о одну общую точку Меъ окруж- 
| м ностью, называется касательною, об- 


\ Я щая же точка №—точкою прикоснове- 
р шп. Касательную можно разсматри- 

Е вать какъ оную, которойдв$ точки 

Черт, 442. иересъчешя слились въ одну точку. 


Часть АОВС (черт. 111) круга, ограниченная дугою 
и двумя радтусами, называется вырльзкоме или сектором, 
а часть АВС, ограпиченная дугою и хордою — от- 
ризкомь или сеьменто.ив. 

$ 80. Теоркмл. Равныя души стлеиваются равными 
гордами. . 


а Положим, что (черт. 113) дуга 
| 
| 
| 


АСВ = дугв СЕЕ; требуется дока- 
зать, что хорда АВ = хордь СЁ. 

'Доказ. Соединимъ точки А, В, 
би Е съ центромь и наложимь 
секторъ СОЕ на секторъ АОВ такъ, 
7 Черт. 113. чтобы ращуеъ ОС совпалъ съ ра- 
дусомь ОА и точка С съ точкою А, тогда дуга СЕ сов- 
мЪетится съ дугою АВ, потому что всё точки обфихъ 
дугъ находятся на равныхъ разстояшяхъ отъ центра. 
Велёдетше же равенства дугъ точка Е совпадеть съ точ- 
кою Ви хорда СЕ съ хордою АВ. 

Очевидно, что справедливо и обратная теорема 

$ 81. Ткоремл. Большая дуга стпаивается и бёльшею 
2ордою. 


ее Положимъ (черт. 114), что дуга 
в РЕЁ>дуги АСВ, требуется доказать, 
что хорда ОЕ >> хорды АВ. 

„Доказ. Отложимъ на дугь ЕЁЕБ 
`_ часть ЕЁС равную лугв ВСА, тогда, 
с по предъидущему &, СЕ = АВ. Если 

Черт, 44 же соединимь точка О, Си Е съ 


и 


центромъ Ои замтимъ, что въ триугольникахъ СОЕ и 
ОЕ сторона ОЕ общая и 20=06, какъ ражусы, углы 
же СОЕ и ПОЕ нераввы, то,’ по $ 19, ‘найдемь РЕ> 
СЕ или ОЕ>АВ. 

Обратная теорема. Бдишая хорда стииваеть и 
большую дуч. 

Доказ. Когда одна хорда больше другой, то дуга пер- 
вой не можетъ равняться дуг® второй, потому что тог- 
да и хорды были бы равны (6 80), что противно поло- 
женйо; но первая дуга также пе можеть быть меньше 
второй, потому что тогда, по предъидущей теорем, и 
первая хорда была бы меньше второй, что также противно 
положению; слЪд, первая дуга будетъ больше второй. 

$ 82, Ткоремл. Равныл хорды равно удалены ото 
центра. 

Положимъ, (черт. 415) что АВ = СЕ, 

ОС т АВа ОМ СЕ, требуется до- 
в Казать, что 0с=0мМ. 

Деказ. Соединимъ точки А, В, Е 

и С съ центромъь О и замфтимъ, что 

триугольники АОВ и СОЕ, въ кото- 

Черт, 148% рыхъ АВ= СЕ, по положенно, а осталь- 
ныя стороны равны, какъ ращусы, равны между 60- 
бою ($ 20), сад. и высоты этихъ триугольниковь оС 
п ОМ равны ($ 24, сафдетые). , 
Очевидно, что справедливо и обратная теорема 
$ $3. ТЕОРЕМА. Большая хорда ближе кз центру. 
Положимъ (черт. 116), что аВ<В, 
Ех и что ОС Г АВ и ОГ 1 БВ; тре- 
буется доказать, что 0С>>01.. 


з о. 
Л 
И» ‚Доказ. Линя ОМ, какъ наклонная, 
6” больше перпендикуаяра ОЕ ($ 28), 
сафдов. и ОС>01. 


ев 
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Обратная теорема. Изь Эвуль хордь та больше, ко- 
торая ближе ко цеитру. } ь 
Доказ. Когда одна хорда ближе къ центру нежели 
другая, то первая не можеть равняться второй, потом 
что о разстояня ихъ отъ центра быди бы м 
($ 82), что противно положению; но первая хорда также 
не можетъ быть меньше второй, потому что тогда, по 
предыдущему, разстояше первой отъ центра было бы 
больше разстолшя второй, что также противно положе- 
но; слфдов. первая хорда будеть больше второй. т 
$ 84. Теорвмл. Рад!усь, перпендипулярный къ В 
дьлить хорду и стлаиваемую ею дугу пополамь. , 
Положимъ (черт. 117), что радусъ Ор 
перпендикуляренъ къ хордв АВ; тре- 
буется доказать, что АС = СВ и 
дуга Ар = дугв РВ. - 
„Доказ. Соединимь точки А и В съ 
Черт. 417. точками Ои Г; прямоугольные три- 
угольники 4О0С и ВОС, имъюпще общ катетъ ОС и рав- 
выл гипотенузы, равны (6 25), слбдов. АС = СВ. 
Дате, прямоугольные триугольники АСЬ и ВС), имтф- 
юще общ катетъ СХ, и, по доказанному, алые ка- 
теты АС и ВС, равны ($ 93); сльдов. АД=ЬВ, и по- 
тому, по $ 80, дуга АР = дугь ОВ. у 
Изъ сказаннаго слфдуеть, что три точки 0, Сир 
т. е. центръ, середипа хорды и середина дуги, лежать 
на одной прямой, перпендикулярной къ хордЪ. Сафдов. 
лишя, проходящая чрезъ дв изъ этихъ точекъ, прой- 
детъ также чрезъ третью и будетъ перпендикулярна къ 
хордё; алишя, периендикулярная къ хордф и проходящая 
чрезъ одну изъ этихъ точекъ, пройдеть также чрезъ дв 
друмя точки. 
.$ 85. ТЕОРЕМА. И’асательная пгригидивулириа къ ра- 
д/усу, проведенному вь точку прикосповешн. 


Пусть будетъ (черт 118) прямая АВ 

касательна къ кругу въ точкв С; тре- 

в буется доказать, что радусъ ОС пер- 
р пендикуляренъ къ АВ. 

Доказ. Такъ какъ, по положению, 

всякая точка Д? прямой АВ лежитъ вн® 

круга, то 00>>00; слдов. ОС есть 


Черт. 418. 
кратчайшее разстояше центра О отъ прямой АВ; крат- 


чайшее же разстояше точки отъ прямой есть перпенди- 
куляръ (6 28). 

Обратиая теорема. Лишя АВ, изльющая общую точ- 
ку С сь окружностью и перпендипуляриал ть радиусу ОС, 


есть касательная. 

Локаз. Соединивъ какую нибудь точку Т прямой АВ 
съ центромъ, находимъ, что ор, какъ наклонная, боль- 
ше периендикудяра. ОС, т. е. больше радуса, и потому 
вс точки прямой АВ, за исключешемь точки С, лежатъ 
вн круга, а это значитъ, что дишя АВ есть касательная, 


$86. Теорема. Ду, содерэсаиуитст между параллели 


ными тордами, равпы. 
‚Доказ. Положимъ, во первыхъ, что 


хорды АВ и СО (черт. 119), лежания 
по одной сторон центра, параллель 
ны между собою; требуется доказать, 
что дуга АС = луг6 ОВ. 
Проведемъ радусъ ОМ ‘перпен- 
дикулярно къ хордв СЮ; по парал- 


Черт. 419. 
лельности хордъ, дишя ОМ будеть перпендикулярна и 


МВ и СИ=М (6 84); вычи- 
найдемь АС = ОВ. 


къ хордЪ АВ; сафдов. АМ: 
тая изъ перваго равенства второе, 


Подожимъ, во вторыхъ, что хорды АВ и С,,, лежация 


по разнымъ сторонамъ центра, параллельны между собою; 


требуется доказать, что и въ этомъ случав АС, = ВО. 


Ве 


Продолжимъ радтусъ ОМ до пересфчен!я съ дугою С,0, ; 
по $ 84 находимъ: С,№М,=М№,0,; АМ = МВ; но такъ 
какъ полуокружности МСМ, и МВМ, равны, то АС, = ВО, . 

$ 87. Теорвмл. Касательная, параллельная хоро, 
дьлить въ точкь прикосповешя дугу, стлаиваемую тор- 
дою, пополам. 

м Положимъ (черт. 190), что касатель- 
ная СР параллельна хордв АВ; тре- 
буется доказать, что АЕ == ЕВ. 

Доказ. Соединивъ центръ О съ 
точкою прикосновешя Е, находимъ, 
что радусъ ОЕ перпендикуляренъ къ 
касательной СД (6 85); вельдетые 

же параллельности лишй АВ и СР ражусъ ОЕ будетъ 
также перпендикулярень и къ хордБ АВ; саЪдов. 

АЕ = ЕВ (6 34), . 

Изъ этого предложешя слЪдуетъ, что точки касаня 
двухъ параллельныхъ касательныхъ СР и ГМ драятъ 
окружность на двф равныя части. 


Чарт, 120. 


Изыфреше угловъ. 


$ 88. Уголь АОВ (черт. 121), котораго вершина на- 
ходится Въ цеитр® круга, называется центральныме 
т, Уломь или умом при центр; 
ее уголь СПЕ, котораго вершина 
и 'М находится на окружности —/г4омь 
при окружности или вписанныме 

Угломь, а уголъ ГММ, котораго сто- 

ВЕ м роны касательны къ окружности, — 


Черт. 421. описапныме углом. 


Дуга СГОМЕ, вмъщающая въ себь вписанный уголъ 
СЬЕ, называется дугою вищающею уголь С.Е. 

$ 89. Теоремл. Равнымь центральнымь узламе соот- 
вптствують равныля дуге. 
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Положимъ, что (черт. 122) ХАОВ = 
Д (00; требуется доказать, что 
дуга АВ = дуг СР. 

„Доказ. Проведя хорлы АВ и СО, за-` 
мфтимь, что въ триугольникахь АОВ и 
СОР углы АОВ и СОР, по положению. 

Черт, 192. равны, стороны же, заключающи эти уг- 
лы, какъ радусы, также равны; сдфд. эти триугольники 
($ 15) равны, и потому АВ=СР; равныя же хорды стя- 
тиваютъ равныя дуги ($ 80), слЪд. дуга АВ = дугв ср. 

Обратная теорема. Равиымь дум соотвютствують 
равные центральные углы. 

Положимъ (черт. 1992), что дуга АВ = дугв С; тре- 
буется доказать, что Х АОВ = Г С0Б. 

Доказ. Изъ равенства дугь АВ и СЮ слфдуетъ ($ 80) 
равенство хордъ АВ и СО, сафд. триугольники АОВи 
СО, имфюцще три соотв$тетвенно равныя сторопы, 
равны ($ 20), и потому /. АОВ = 2 СОБ. 

Изъ сказаннаго въ этомъ 6 слфдуетъ, что два взаим- 

с но перпендикулярные даметры АВ и 

ИЯ] СП (черт. 123), образуя при центрЪ 
четыре прямыхъ угла, раздфаяютъ 


я ы окружность на четыре равныя части 

АС, СВ, Ври АР. Каждая изъ этихъ 

о частей называется четвертью окруж- 
Черт. 493. ности или квадрантолмь. 

$ 90. ТекорЕмл. Центральные угия относятся ‚мемеду 


собою како соотвьтствуюиил имо дуги, 
Пусть будуть АОВи СОД (черт. 124) 
два центральныхь угла; требуется 
1: доказать, что 
АОВ _ дуг. АВ 
СО дуг. 60° 
Локиз. Разсмотримъ два случая. 


Черт. 424. 
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1-й случай, когда дуги АВ и СО со- 
измфримы. Положимъ, что общая мБра 
содержится т разъ въ АВ ип разъ 


въ СП, такъ что Аи Если вооб- 
Сроъ 


разимъ радусы чрезъ вс точки дълешя 
Черт, 494. дугь АВ и СР, то углы АОВ и СОБ 
раздьлятся соотв$тственно на тип равныхъ частей 


АОВ 
(6 89), такъ что сор = сад. 
А0В АВ. 


сов=ер’. 
| 2-й случай, когда дуги АВ и Ср (черт. 125) несо- 
измЪфримы. 
Отложимъ на дуг АВ часть АЕ= СО, 


соединимъ точки Е и 0, такъ что 
С А0Е = 2 СОР ($ 89), и дока- 
т . АВ 

жемъ, что отношене ЛЕ 16 можеть 
быть ни больше ни меньше отно- 


шешя —— 


дов 
лоЕ 
Вмьето АЕ возьмемь большую 

АВ _ АОВ 
ме ло: Раздфаивъ дугу АВ 
на такя равныя части, чтобы каждая изъ нихъ была 
меньше Ё2, найдемъ по крайней мёр® одну изъ точекъ 
Дфденй между Е и =. Пусть будеть К такая точка; 
тогда дуги АВ и АЕ соизмБримы, и если соединимъ 
точки Ри 0, то получимъ, по доказапному: 

АВ _ АОВ 

АБ — АОЁ 


дугу Аж, такъ чтобы 


РЕ 


Если эту пропорцйю раздфлимъ на допущенную нами 
пропорцио 


АВ _ АОВ 
Ах АОЕ’ 

и сократимъ равные члены, то найдемъ 
Ах _ АОЕ 
АЕ 40Е 


Но эта пропорщя не вфрна, потому что отношеше 


‚ АОЕ 
больше, а отношене 20Е меньше единицы. Изъ 


у в 48 408 
этого заключаемъ, что допущене АЕ” ОЕ "Р 


ыы 
АЕ 


дить къ невфрному слЪдетвю, и потому не можетъ 
быть справедливо. 
Такимъ же образомъ можно доказать, что допущене 


а <= Ав приводитъ къ подобному же несообразному 


саЪдетвю, — стоитъ только, вм$сто АЕ, взять меньшую 
дугу Ау, и повторить предъидущия разсуждешя. Итакъ, 
вЪ случаЪ несоизмфримости равно какъ и въ случаЪ со- 
измБримости, имфемъ: 

АОВ _ АВ 

АОЕ `` АЕ 

$ 91. На предложени предъидущаго $ оеновывается 
изм5реше угловъ дугами. 

Всякую окружность мы воображаемъ раздфленной на 
360 равныхъ частей, называемыхь градусами, каждый 
градусъ на 60 частей, называемыхъ минутами, а каж- 
дую минуту на 60 частей, называемыхь секундами. (*) 
Такимъ образомъ всякая окружность содержитъ 360 гра- 


(*) Во Францш употребляется иногда дфдеше окружности 
на 400 равныхъ частей называемыхъ зрадами; градъ дЪлится 


на 100 минутъ, а минута на 100 секундъ. 
б 


Я 


дДусовъ, или 360. 60—91600 минутъ, или 91600. 60 
1296000 секундъ; половина окружности — 180 траду- 
совъ, или 180. 60 = 10800 минутъ, или 10800. 60 = 
648000 секундъ; четверть окружности, или квадрантъ — 
90 градусовъ, или 90.60=5400 минутъ, или 5400. 60 — 
324000 секундъ. 

Градусъ обозначается знакомъ °, минута знакомъ ’, 
а секупда знакомъ ”; такъ напр. 57°47'44/”,8 означаеть 
дугу круга, содержащую 57 градусовь, 17 минутъ и 
44,8 секундъ. (*) 

Если вообразимъ радусы ко всфмъ 360 точкамъ, 
которыя дфалтЪ окружность на градусы, то около центра 
образуются 360 равныхъ угловъ, называемыхь умовыми 
зрадусами; каждый угловой градусъ дфлится на 60 рав- 
ныхъ частей, называемыхь угловыми минутами, каждая 
же угловая минута на 60 частей, называемыхь угло- 
выми секундами. 

Очевидно, что веякЙ прямой уголь содержитъь 90 
угловыхъ традусовъ, и такъ какъ прямой уголъ имфетъ 
постоянную величину, то и угловой градусъ есть по- 
стоянная величина. Въ этомъ заключается существенное 
различе угловаго градуса отъ дуговаго; дуговой градусъ 
зависить отЪъ величины самой окружности, т. е. отъ 
радуса ея, между тьмъ какъ угловой градуеъ имфетъ 
опредвленную величину. Вслёдстве этого величину угло- 
ваго градуса принимають за единицу при измфрени 
угловъ, 


(*) Дылеше окружности на 360 равныхъ частей принадзежить 
весьма древнему времени, но подраздфлеше градуса на 60 ми- 
нутъ, аминуты на 60 секупдъ, мы встрёчаемь въ первый разъ 
только у Греческихъ Астрономовъ. Число 360,равное 2. 
представаяетъ, всафдстые большаго числа своихъ дЪлителей, 
много удобствъ въ практическомъ отношенй оно д1 
Цао на 22 цфзыя числа. 
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Пусть будеть ГМ (черт. 196) гралусъ 
дуги, т. е. 360 часть окружности и 


2 Ц ТОМ угловой градусъ. Если положимъ, 

что луга АВ содержить т“, означая 

в = чрез. т какое-нибудь число цфлое изи 

та 436. дрооное, то АВ = т. ГМ. Но, по $ 90: 

И = т, и такь какъ уголь ТОМ прини- 
ТОМ ТМ ? 


мается за единицу, то АОВ = т. Это значитъ, что 
велюй центраииый улоль содермсить столько угловый» 
едипиць, скольго соотвитетвующал ему дуга содермеият 
дузовыхь единице. Это предложеше выражается и такъ: 
центральный уголь изаиьрлется соотвитствениою дугою 
или ув расе» своей душь. Употребляя то или другое 
выражене, пужно помнить, что ими высказывается толь- 
ко то, что отвлеченныя числа, выражающя отношешя 
центральнаго угла къ его сдиницв и соотвфтственной 
дуги къ ея елиницЪ, равны между собою. 

Изъ сказаннаго слфдуетъ, что прямой уголъ изм! 
ряется четвертью окружности. 

$ 92. Для измБрешия угловъ, начерченныхь на бума- 
гв, употребляется снарядъ 
(черт. 127) называемый 
траиспортироме, предета- 
„ валющимь полукругъ, раз- 
” дваенный на градусы, дЪ- 
ы |Алешя пумерованы какъ по 
я — Черт. 497. направлению АМВ, такъ и 
но направяенйо ВМА. Дали измврешя какого нибудь угла 
АОМ, накладываютъ на него транепортиръ такъ, чтобы 
центръ его О совпаль съ вершиною а маметръ АВ съ 
одной изъ сторонъ угла. Отмфтивъ затБыь точку М, въ 
которой другая сторона угла пересЪъкаетъ транспортир, 
отечитываютьъ число градусогь между точками А и М. 

6" 


зо 


— 84 — 


Для измёреня угловъ на поверхности земли употре- 
П бляется приборъ (черт. 198) назы- 
ваемый Астролябей. Она состоить 
изъ круга АСВО, раздфленнаго на 
градусы, который устанавливается 
} вЪ горизонтальномъ положенш на 
ртрехъ ножвахъь Г, Ми № Каждый 
изъ ковцовъ д1аметра СР снабженъ 
продольнымъ прорфзомъ, въ кото- 
ромъ натянута тонкая нить. Ку цен- 
Черт, 455. тру круга прикрЪилена линейка АВ, 
евободно вращающаяся по кругу около его центра и 
также снабженная на концахъ продольными прорфзами съ 
натянутыми нитями; эта линейка называется алидадою.(*) 
Чтобы измфрить помощю астроляби какой нибудь 
Уголь устанавливаютъ астролябйо такъ, чтобы центръ 
круга совпаль съ вершиною угла и даметръ СР съ од- 
ной изъ сторонъ его; совпадеше даметра СР съ сто- 
роною угла производится тёмъ, что кругь устанавли- 
вается такимъ образомъ, чтобы нити натянутыл въ точ- 
кахъ Си Ш и какая-нибудь точка разсматриваемой сто- 
роны были видимы по одной прямой лини. Направивъ 
затвыЪ алидалу АВ по другой сторон угла, отечиты- 
вають по кругу число градусовъ между точками Аи С. 
$ 93. ТкоРЕмл. Вслий вписанный Уголь равень поло- 
винт центральназо угла, опирающагосл 
па ту же 04. 

При доказательсетвв этой теоремы 
разаичаемъ 3 случая. 

1-й случай: Положимъ, что вписан- 
ный уголь АВС (черт. 1929) соста- 
вленъ изъ ламетрайВ и хорды ВС; 
требуется доказать, что авс 


Черт. 129, 


() На кругв обыкновенно помицастсяеще кромв того бусона. 


Вышке. 


еее 
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Доказ. Шо $40 слфдств. | имфемъ и 
но такъ какъ въ триугольникв ОВС стороны 0! ео 
какъ радусы, равны, то оСВ = ОВС ($ 16); слъдов. 
‚_40С 
АОС=ЗОВС, или АВСЕРЬ-. 

3-й случай: Положимъ, что вписанный уголь АВС 
(черт. 130) составленъ изъ двухъ хордъ 
АВи ВС, между которыми находится 
центръ; требуется доказать, что 


В 


406 
Авс=-5 ) 
Доказ. Проведя маметръ ВОД, на 


Ао 


Черт. 130. ходимъ, по предъидущему: АВРЕ-- 


и СВО = 9, складывая эти и. находимъ 
А0 = сор —406. 

АВ - СВО = Я или АВС == 
3-й случай: Положимъ, что вписанный уголь АВС 
(черт. 134) составленъ изъ двухъ 

хордь АВ и ВС, между которыми 

В не содержится центръ О; требуется 


А0С 

”) доказать, что АВС = оС" 
и ‹аз. Проведя, маметрь РОВ, 
Черт. 434. Доказ. Пр Я р 


рос 
: о А= 
находимъ, по предъидущему: овс= 5 и В. Е] 
находимъ 


перваго, 
вычитая второе равенство изъ м 
ров ОЕ или АВС = —=. 


РВС — БВА = 
‚жен! н- 
И такъ, при вобхъ возможныхь положеняхь вписа 
: ; опи- 
ный уголь равень половинё центральнаго угла, 


рающагося на ту же дугу. | 
Изъ этого предложешя слфдуетъ: 
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1) Волк! вписанный Уголь измфряется половиной ду 
ги, заключающейся между его сторонами. 

2) Виисанные углы, опирающеся на одну и туже 
дугу, равны между собою. 

3) Виисанный Уголъ, опирающийся на даметръ, бу- 
деть прямой, потому что измфряется половиною полу- 
окружности т. е. четвертью окружности. 

$ 94. Ткоркмл, Иоль, составленный 
и хордою, измьряетел половиной 
между этими пиилли. 


касательной 
дуги, заключающейся 


Положим, что уголь ДСВ (черт. 132) 
составленъ изъ касательной АСВ и 
хорды СП; требуетъ доказать, что 
уголь ПЮСВ измвряется половиной 
дуги БЕС. 
К Доказ. Проведя хорду РЕ парал- 
Черт, 432, 4ельшо касательной АВ, замфтимъ, что 
уголь ЮСВ равенъ углу ЕБС ($ 35),- п дуга ПС равна 
дугв СЕ ($ 87); но уголь ЕрС измБряется половиной ду- 
ти ЕС, или половиной дуги ЛС, сльдов. и уголь ОСВ 
измфряется половиной дуги ОС. 

Очевидно, что уголь АСР, составленный хордою Ср 
и касательной СА, равняясь сумм угловъ АСЕ и ЕСО, 
измрлется полусуммою дугь СЕ и ЕСО т. е. полови- 
ной дуги ЕСЛ, заключающейся между его сторонами. 


$ 95, ТкорЕмА. Уоль, котораго вершина находится 
впутри круга, измтряется полусуммою 
ду:5, закиочающихся между ео сто- 
ронами и ить продолеженлми. 
Положимъ, что АСВ (черт. 133) есть 
голъ, котораго ве] шина находится вну- 
три круга, а СЕ и СР суть продолжен!я 
сторонъ его; требуется доказать, что 


мЪра угла АСВ есть вере 


Черт. 133. 
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: ( АСВ= 

точки Аи 0, находимъ: ` 
с 40 сльд. 1). Но уголь АОВ изм 
© 93 сльд. 1), а уголь РАЕ — 
уголь АСВ измфриется поду- 


„Доказ. Соеди 
д арс-+ С РАС ‹ 
ряется половиной дуги АВ (‹ 
половиной дуги ОЕ; саЪА. 


АВ и РЕ. 
в А Уоль, которато вершина 


ду» 
виь круга, измърлетоя полуразиостию 91, 
чцихсл меду ео сторонами- 


назодитея 
закиочаю- 


» Положимъ, что вершина уе 
С АСВ (черт. 134) находится вн 
й казать, что м5- 
К та; требуется доказать, 
А круга; тр Е 


ра угла АСВ есть 5 


'Доказ. Соединивъ точки А тя 

находимь: АСВ = АЕВ Ре 

АЕВ измЪряется : 

слфдств. 4); но уголь 2 т т 

($ го ти АВ, 5 уголь САЕ — ПоОВИКОЙ . т 
693 а 1); сяфдов. уголъ АСВ измъряется полур 

лфдств. 
гъ АВ и ОЕ. в 
97 а ь Описаниый улоль изморлется по 


азпостью ду доча! ееду во сторонами. 

Р 1 сд] 610 ст 
заключающиеся 2 . р . 

И г. что лини СА и СВ 


з 
Черт. 134. 


Положимъ, ы 
р (черт. 135) суть касательныя къ и 
у гу; требуется доказать, что м®р 
г _ АЕВ — АРВ. 
в. угла АСВ естъ— д 
у Аи В, 


з. Соединивъ точки 

м : — АВЕ — САВ; но 
находимъ: АСВ = т 
* уголь АВЕ измфряется половиной ду: 


Е ти АЕВ и уголь САВ половиной ду- 


ти АОВ; слЪдов. уголь АСВ измфряется полуразностью 
и ; слЪл у! р р 


дуть АЕВ и АВ. р 
Изъ этого предложени 
содержацие равныя дуги, 


я сльдуетъ, что описанные углы» 
равны межлу собою. 
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Пропорщональныя линт вЪ круг. 


$ 98. 
=. Е ТЕОРЕМА, Перпендинузярь, опущенный изв ка- 
пи удь точки окружности па д:аметрь, есть средияя 
пропорцгональная ‘между отрьзками 9'алетра, а хорд, 
прове - и 
'роведениал отз той же точки ко концу д!аметра, есть 
й 


средиля пропорцгои 
альная между дгамет, 
роз м п; - 
щимь отрузколь. о. 


с Пусть будеть АВ (черт. 136) дта- 
метрь и Ср перпендикуляръ, опущен- 
Й х ный на него изъ какой нибудь точки 
окружности; требуется доказать, что 
4р _ 06 др дс 
В, 56 в’ дб = ав 
„Доказ. Соединивъ точки Си В 
у и замфтивъ, что АСВ 
есть прямой уголь (6 93 сльдетв. 3 
ео я. - 3), находимъ ($57): 
16 БВ" С = ав. 
$ 99. ТкорЕмл. Дав 20 , 
ЕМА. рды, переськающеяся 
пруза, дьалтсл на части обратно А 
Е Положимъ, что хорды АЕ и ОВ 
(черт. 137) пересъкаются въ точкф С; 
требуется доказать Аб СВ 
то ВЕСЕ 
„Доказ, Проведя хорды АД и ВЕ, 
Черт, 237, замфтимъ, что триугольники АСР и 
ВСЕ подобны, потому что С РАС=И СВЕИ И Аб = 


С. СЕВ ($ 93 савд. 2). Изъ подобя же триугольниковъ 


слфдуетъ: НО = Ср. 
СЕ 


„А 


ВС 


Составивь п К 
а роизведеше среднихь и к 
р айн: - 
новъ, находимъ: > 


АС. СЕ = С. ВС. 


Е 5 


Очевидно, что всякая другая хорда Ё/М, проходящая 
чрезъ точку С, дфлится на два отрфзка ГС и СМ, ко- 
торыхъ произведеше Г.С. СМ также равняется произве- 
денио АС. СЕ. Это значитъ, что вс хорды, проходя- 
ця чрезъ одну и туже внутреннюю точку, дВлятся въ 
этой точкВ такъ, что произведешя отрЪзковъ каждой 
хорды есть величина постоянная. 

$ 100. ТворРЕмА. 46» съкуиил, проведенныл оть точ- 
ки дежжащей внь опрумсиости, обратио пропорцтопальны 
их еиьшиимь частлив. 


Положимъ, что изъ точки С прове- 
девы сЪкущя СА и СВ (черт. 138); тре- 


буется доказать, что Вс = со. 


„Докиз. Проведя хорды АЕ и ЛВ, за- 
мфтимъ, что триугольники АСЕ и ВС 


подобны, потому что имфютъ общй 


Черт. 138. уголь С и, кромВ того, (6 93 слбд. 2) 
Г. АЕ = (.ОВЕ. Изъ подобя триугольниковъ слЪ- 
АС _ СЕ 
луетъ зе = ср 


Составивъ произведеше среднихъ и крайнихъ чле- 
новъ, находимъ: 

АС. СО = ВС. СЕ. 

Очевидно, что всякая другая сЪкущая СМ, проведен- 
ная отъ той же точки С, даетъ также МС. ГС=АС. СО. 
Это значить, что вс съкущя, проходяпия чрезъ одну 
и туже внъшнюю точку, дфлятся окружностью такъ, что 
произведене каждой сЪкущей на внфшнюю ея часть, 
есть величина постоянная. 


$ 101. Теоремл. Касательная есть средияя пропор- 
щональная между всею съкущею и внитиинею часпию вя, 
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Положим, что изъ точки С (черт. 139) 
проведены: касательная СМ и съкущая 


А СМ 
СА; б к. 
требуется доказать, что —— СИ= СВ ` 


„Доказ. Проведя хорды АМ и ВМ, 
замфтимъ, что триугольники АСМ и 
вси имБютъ общ уголь о и что уг- 


Черт. 439. 


лы ВАМ и ВМС, имъющ{е одну и туже хару И М (694), 


равны; слфдов. эти триугольники подобны, и потому 
Г АС _ СМ 
См СВ * 

Составивъ произведене крайнихъ и среднихъ чле- 


. новъ, находимъ: АС. СВ = СМ. Изъ этого слбдуетъ, что 


всЪ сфкуцщия, проходяция чрезъ одну и туже вибшнюю 
точку, длятся‘ окружностью такъ, что произведеше каж- 
дой съкущей на внфшнюю ея часть равняется квадрату 
касательной, проведенной изъ той же точки. 


$ 102. Злдачл. Раздьиить лишю АВ’ (черт. 140) вы 
крайнемь и средием» отиошенги. 


Рьшеше. Раздълить линйо въ край- 
немъ и среднемъ отношенш, значить 
раздфлить ее на тая двф части, 
чтобы большая часть была среднею 
пропорщюональною между всею лишею 


Черт. 140. и мёньшею частью. (“) 


(°) Раздфленю лини на дв части, изъ которыхь большая 
часть есть средняя пропорцюнальныя между всею лишею и 
мёньшею частью, названо Эвклидомъ: длдешеме в крайнемв и 
среднем отношеши. Это дфлеше называется также зесйо Чита 
а иногда и зесйо аигеа; поводомъ къ первому названио по- 
служила, вЪроятно, замбчательная книга монаха Тласа Раслой, 
подъ заглавемъ: П/уша ргорогйопе... (1509). 


= 0 — 


Возставляя въ точкЪ В перпендикуляръ къ лини АВ, 
АВ 
отложимъ на немъ часть ОВ = 5, и изъ точки О опи- 


шемъ кругь радусомь равнымъ ОВ. Соединивъ за- 
твмь. центръ круга съ точкою А, отложимь на лини 
АВ часть АС = АЕ; тогда лия АВ раздфлится въ точ- 
кВ С въ крайнемъ и среднемъ отношенш. Въ самомъ 


АБ _ АВ 
ДБлЬ, по предъидущему $, лВ АЕ и отсюда находимъ: 
АБ —АВ _ АВ АЕ 


ЕСАВ Е АЕ 
и АВЬАЕ=СВ то: 


. Но такъ какъ АВ —4АВ=АЕ=АС 


АС _ СВ 
АВ АС 
Если же переставимь крайше и средше члены, то 
получимъ: й 
АВ _АС 
ас СВ’ 
Вписанные и описанные многоугольники, 


$ 103, Многоугольникъ называется вписаниымь ви 
кру. когда вс углы его 


— 
> \ суть углы вписанные ($ 88), 
\ (черт. 144), и описаниимь 
р К. около круа, — когда всЪ 
< углы его суть углы описан- 

Черт. МА. — Черт. 442. — ные ($ 88) (черт. 142). 


Кругъ, въ которомъ вписанъ многоугольникъ, называется 
описанпымв кругомь (черт. 141), акругъ, около котораго 
описанъ многоугольникъ —влисанны.мв кругом (чер. 142). 

Очевидно, что стороны описаннаго многоугольника 
суть касательныя къ огружности. 

$ 104. Теорвмл. Около всякаго триузольника можно 
описать круг. 


Г 
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Доказ. Раздъливъ двф стороны АВ и ВС 
(черт. 143) триугольника АВС пополамъ, 
возставимъ въ срединё ихъ Ги М пер- 
пендикуляры, и отъ точки пересёченя 
ихъ О проведемъ прямыя ОА, ОВ и 0С; 

Черт. 443. — Прямоугольные триугольники АОГ и ВОГ 
имфютъ общ катетъ ОГ и, по построеню, АГ = ГВ, 
слфдов. они равны ($ 23), и потому АО = ОВ; ЕЮ 
прямоугольные триугольники ВОМ и СОМ, имъюще об- 

ЩИ катеть ОМ и ВИ=МС, равны; и потому ВО--ОС. 
Изъ этого ослфдуеть, что окружность, описанная изъ 
точки О радусомъ Од, пройдеть чрезъ вез три вер- 
шины триугольника АВС. 

Итакъ центръ круга, описаннаго около триугольника 
находится въ точ пересёченя перпендикуляровъ, Но 
ставленныхъ въ срединф двухъ сторонъ его. } 

Очевидно, что около триугольшика можно описать 
только одну окружность, потому что центръ описанной 
окружности долженъ находиться въ точкф пересфченя 
перпендикуляровъ ГО и МО. 

Совдинивъ точку О (черт. 143) съ срединою М сто- 
роны АС, находимъ, что триугольники АОМ и СОМ, имъ- 
юпе общую сторону ОМ, кромф того, АМ = мс, и по 
доказанному, АО — ОС, равны ($ 20), сабд. ДАМО = 
С. С№О, т.е. лишая ОМ перпендикулярна къ АС. Изъ это- 
го слфдуетъ, что перпендикуляръ, возставаенный, къ сре- 
динф стороны АС, проходить чрезъ точку 0; слЪдов 
всть три перпендииудлра. возставлениые изъ средины, р 
а триугольника, содлтси в одиу точпу. 


Подожимъ, что О есть центръ круга, 
описаннаго около триугольника АВС 


р х Е 
д | (черт. 144); проведемъ даметрь ВЛ и 
ус линю ВЕ перпендикулярно къ сторо- 

с ы у 
: - О АС, наконець соединимъ точки ЛиС. 
рт. 444. Уголь ВСП, опирающйся на даметръ 
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ВП, есть прямой, кромф того, углы ВАЕ и ВОС, 
опирающиеся на одну и. туже дугу ВС, равны ($ 93 
слЪдст. 2), слБдов. прямоугольные триугольники АВЕ и 


ТВС подобны, и потому = = — Озвачимъ радусъ 


описаннаго круга чрезъ №, такъ что ВД = 21, и поло- 
жимъ ВС =а, АВ == с, наконецъ пусть будетъ высота 


ВЕ триугольника /, тогда предъидущая пропорщя при- 
й ас 


с 
нимаетъ видъ: => =-, и отсюда Ж = 5; т. е. 
има 1Ъ: ор а д эй, 


радусъ круга, описаннаго около триугольника, равен 
произведению двухъ сторонъ триугольника, дфлепному 
на двойную высоту его. 

$ 105. ТкоРЕл. Во волк триуюльнико можно впи 


сать круз. 
„Доказ. Раздфливъ два угла А и В триугольника АВС 
‚в (черт. 145) дишями АО и ВО по 

поламъ, опускаемъ изъ точки ихъ пе- 
реефчешя О перпендикуляры 01., 
ОМ и ОМ на стороны триугольника, 
Прямоугольные триугольники АОМи 
АОТ, имфютъ общую гипотенузу, и 
_по построению: 2.140 = 2 №40, 


садов. они равны ($ 24), и потому 
иугольники ГОВ и 


Черт. 445. 
ОМ = ОГ. Также прамоугольные тр 
МОВ, имъющще общую гипотенузу ОВ и ИтВ0=2МВО 
равны, и потому 1.0 = ОМ. Изъ этого слъдуетъ, что 
окружность, описанная изъ точки О ращусомъ ОГ, бу- 
детъ касаться всфхъ трехъ сторонъ триугольника. 


Итакъ центръ круга, воисаннаго въ триугольникт, 
находится въ точкь пересфчешя лин, дфаящихь два 
угла триугольника пополамъ. 

Если соединимъ точку О съ третьею вершиною (, то 
прямоугольные трнугольники №0С и МОС, имъопие 


общую гипотенузу ОС, и, по доказанному, ОХ.= ОМ, 


| 
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будуть равны ($ 25); слфдов. №0 = (МСО. Изъ 
этого слфдуеть, что ливя, дфаящая трет уголъ три- 
угольника пополамъ, проходить чрезъь точку 0, такъ 
что ось три лини, дъллийя три угла триуольника 
пополамь, сходятсп в одиу точку. 

$ 106. ТеорЕмл. Во вслкомь вписанпомь четыреуголь- 
пик сумма противуположныхь ео узловз равпа двумь 
прлмы.мь. 
Положимъ, что АВСР (черт. 146) есть 
вписанный четыреугольникъ; требуется 
доказать, что Х РАВ -н Д. ОСВ = 94. 
р В Доказ. Такъ какъ уголь РАВ измф- 
<‘. И ряется половиной дуги ООВ ($ 93 

— ад. 1), а уголъ-— СВ половиной ду- 

Черт. 446. ги РАВ, то сумма угловь РАВ и ОСВ 
измфряетел полусуммою дугъ РАВ и ПСВ, т. е. полу- 
окружностью, а полуокружность есть мёра двухъь ипря- 
мыхъ угловъ. 


|) 


Обратиап теорема. Около вслкаго четиреуольника 


АВСР (черт. 146), ва которомь сумма противуположн- 
пысго узловь равна двумь прямымь угламь, можио опч- 
сать опружность. 

Доказ. Положимъ, что С. РАВ -н (. СВ = 34. Про- 
ведемъ окружность чрезъь три точки О, Аи В; эта 
окружность пройдеть необходимо и чрезъ точку С, по- 
тому что, еслибы точка С лежала внутри этого” круга, 
то сумма угловъ А и С была бы боле 24, что противно 
положено; если же точка С лежала бы виё этого круга, то 
сумма угловь А и С была бы менфе 24, что также про- 
тивно положено. 

Изъ этого предложеши слфдуетъ, что около всякаго 
прямоугольника можно ‘описать кругъ. 

$ 107. ТкорЕмА. Во аслкомь вписанномь четыреуголь- 
пикь произведене длопалей равно сумиь произведьшй 
противуположнылль стороиь. 


О - 


Положимъ, что АВС (черт 147) есть 
вписанный четыреугольникъ; требуется 


к ь, что (* 
. ИВ. АС а С + АБ. ВС. 
‚Доказ. Отложимъ ХАВЕ=РОВС, тогда 
триугольники АВЕ и РВС подобны, по- 
тому что имфють И АВЕ = С ЪВС, 


и Д ВАЕ = ВОС, какь углы опираю- 


построению 
по р. , г 
= —› или: 


вр 
ицеся на одну и туже дугу ВС, саЪд. АВ = ИЕ 
ВР. АЕ = АВ. ОС. з 
Далфе, если къ равнымъ угламъ АВЕ и ОВС те 
вимъ по углу ЕВЮ, то получимъ равные углы АВР и 
ЕВС, а какъ углы ВСА и ВОА опираются на одну и 
туже дугу АВ, то они равны, и потому триугольники 
ВО _ АБ 
ЕВС и АВО подобны; слфдов. с = 126’ 
ВО. ЕС = АБ ВС. 
кивъ получениыя два уравнешы, находимь: 
ВО (АЕ-+ ЕС) = АВ. РС -+ АВ. ВС, 
акъ какь АЕ-н ЕС = АС, то 
ем ОВ, АС = АВ. ОС АР. ВС. 


$ 108. ТкорРемл. Во ослкома вписаннома четыреулольниить 
ГЕ Оелонали отноелтел какв суммы произие- 
стодлщихел вв концияо 


или; 


Сло: 


деи стороив, 


“Пусть будеть АЙС (чорт. 148) вии- 


санный четыреугольникъ; требуется до- 
‘р казать, что 
. 46 _ ВС. СВ 
вр 28. ВС 40. 
; угу СО, =дугВ 40 и про- 
Ее ши О а четыре- 
угольшикъ АВОСЬ: въ котором ($ 106): 


Черт, 448. 


| ь ой 
() Это замфчате ожеше пазывастся Итоломее 
о тк первый рать вт воншинйы По. 


утчается т 
О О рощ рь вари под заглеокь алииеси 
второмь вт. п. 
(Мехди зоутаиа}. 
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АС. В, = ВС. АВ, +- АВ. 0,. 


Но 00, = 49 и Ср 
=А = АП, ка 
ды стлгивающ равныя дуги, о 
и ее Е 
алве, отложивъ дугу ВС = 
‘ проведемъ лини С,В т а 
тыреугольника 4В С, сафдуетъ: Е 
по 2. СА-аВ. В ++ 4р.бв. 
а = со, СА = ВО, и ВС СВ, 
в Ри: пгивающия равныя дуги; 
„ВЛ, = АВ. ВС-+ АБ. С1 
Че * . 60. 
Газдфзивъ первое уравнеше на второе, находимъ 
АС _ ВС. С0 + АВ. 40 
Вр АВ. ВС-к АБ. бр ` 
Н: Злдлчл. По четыреме данныма лингямв а, 6 д 
т ть четыреугольники, около котораю можно описать т 
еше Положимь, что ‚@ есть наибольшая изъ а. 
ШИ и пусть будеть АВСО (черт. 149) 


В у 
искомый  четыреугольникъ: АВ=а; 
. р 5 0С=си ВС = 4. озна 
} и роны АЛ и ВС до пересфченя, за- 
ее что триугольники АВЕ и ОСЕ 
Ат Одеон потому что имотъ общ 
чт у } и о того равные углы 
Е ‚ такъ какъ каждый 

Черт. 149. нихъ вмфств съ у Е 
зяетъ 24 Изъ подобя 2 у о 

а доб отихъ триугольниковъ слфдуетъ: 


в 


‚ Изъ двухъ пропорцй: 


паходимь а. АЕ — с.ВЕ = а4, и а. ВЕ— с 
| р Е х .ВЕ — с. АЕ = а@; слом 
эти два авне ть: — ны 
о и ны, получаемъ: (а—с.. АЕ -+ ВЕ) = 6 -- а4 
ЕЕ ТИ 
Разность тёхъ я 1 да т 
Пи тьхъ же уравнен!й даетъ (а-+-с) (АЕ-—ВЕ)=а (6— 4); 


В В 9 
а 


Изъ суммы и разности двухъ лиШй АЕ и ВЕ, находимъ: 
аб а8—4) - 
Заре З(а+е 
ВЕ а (6-4) @(6—4) 

—9 эеч+е" 


ре 


Опредфаивши. АЕ и ВЕ, построимъ триугольникъ изъ трехъ 
сторонъ АВ, АЕ и ВЕ, и отложимь затьмъ на сторонахъ ВЕ и АЕ 


части Чи. Чтобы построить этоть триугольникь беремъ какой 
нибудьуголь ОМ (черт. 150), 


отложимъ на сторонахъ его 
Об—а, 6 = 6 =; 01= 
5; 1М= 1М, == 4, и проведемъ 
аныш РАМ и СМ,. Положимъ, 
что Кесть средина ОС. Про- 
ведя КВ | 1Ми $ || ТМ, 


У 
зов м УГгв Чиа ом _ 01, пи 
Черт. 150. 08 ок’ Е 
+4 ас. сц _ 269 пище 95 
и = а $ сафдоват. ОА = аще Аве оу, = Ор, 


р Е 
а ‚ сабдов. 05 ЕЮ 


Зе—о0 За+я 

Описавь изъ точки 5, рамусомь Об, и изъ точки В раду- 
сомъ 5 дуги, соединимь точку ихъ пересьчешя Р съ точками 
$1 и А, тогда $'РА будеть искомый триугольникъ. Наконец 
если сдфлаемь $7 = фи РИ = 4, то $:РИУ будетъ искомый 


четыреугольникъ. 
$ 110. Творимл. Во волком описанномь четыреую. 


суммы противуположнихо стороив равны. 
в Положимьъ, что АВСЬ (черт. 151) 


льиикт 


ь есть описанный  четыреугольникъ; 
А. требуется доказать, что АВ СВ = 
м ВС -+АО. 


'Доказ. Соединимъ центръ 0 съ 
р вершинами четыреугольника, и опу- 
стимь изъ центра перпендикуляры 
на стороны его. Прямоугольные три- 
х ‘угольнники РОВ и МОВ, имъющие 
общую гипотенузу и по равному ка- 
Черт. 151. тету, равны; также и триугольники 
МОС и МОС, ит д. Изъ равенства триугольниковъ сафдуетъ: 
ТВ = ВМ; №С = МС; № = ОРи АГ = АР. 

Сложивъ эти равенства, находимъ: АВ = С0 =ВС -+ АБ. 

Обратная теорема. Во вслкёй четыреулольникв, 05 котором5 сум- 


мы противуположкныхв сторон равны, можно вписать крут. 
7 
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‘аз. Положим, что АВСО (черт. 151) есть четыреуголь- 
нивъ, въ которомь АВ-+-Со=Ар-+-ВС. 
Раздфливъ два угла его А и В попо- 
дамъ литыми 40 п ВО, опустимь изъ 
точки О пернендивуляры на сторо- 
ны четыреугольника. Изъ равенства 
прямоугозьныхь триугольниковь АОР 
и АОГ, МОВ и ГОВ находимъ ОР= 

с ОГ =ОМи АВ=АР--В и такъ ь, 
по положенйо, АВ + ПС = АВ -+ ВС, 
то 0б= РА - МС. 


ъ 

Черт, 454. Если вообразимъ, что триугольникъ 
ОРР приложенъ къ триугозьнику МОС чтобы сторона ОР 
совнала съ ОМ, а сторона РИ была продолжешемь стороны МС, то 
получимь триугольникъ, которагд вс стороны соотвтственио 
равны сторонамъ триугольника ПОС; саЪдов. эти триугольни- 
ки будуть равны, и потому ОМ г ОМ($ 94 сафдс.). Изъ этого 
сафдуеть, что кругъ, тор точки О радтусомъ ОГ, 


хоснется вебхъ четырехъ сторонЪ ч”тыреугольника. 

Очевидно, что лини ОСи ОР Цфлять углы Си 0 пополамь; 
сад. вв четыреуюльникь, в5 которомв суммы противуположныхе 
сторона равны, лиши, дпллирл ео умы пополамв, сходлисл вв 
одиу точгу. 

$411. Продолжимь стороны АВ и АС триугольника АВС 

А (черт. 453) и раздфаимь пополамъ вишню 

углы его ОВВ, и ВСА,; изъ точки пересфче- 
шя О линий, дЪлящихъ эти углы пополамъ, 
опускаемь перпендикуляры ОГ, ОМ и ОМ 
на стороны триугольника; тогда прямоуголь- 
ные триугольники ВОМ и ВОГ, имъюцщуе 
общую гипотенузу ОВи по равному остро- 
му углу, равны собою; также и прямоуголь- 
ные триугольники МОС и М№0С; садов. 
с 0. =0М=ОМ. Изь этого сафдуеть, что 

если изъ точки О опишемъ кругъ радГусомъь 
м Ол, то этотъ кругъ коснется трехъ сторон 
В,В; ВС и СА, т. ев. этотъ кругъ будетъ ка- 
сательный къ сторонф ВС и къ продолже- 
имъ двухъ другихъ сторонъ триугольника. 
А,Такой кругь называется випшниив вписаи- 
Черт. 452. иымб круомв. 

Очевидно, что всяк триугольникъ имфетъь три вифшнихь 
вписанныхъ круга, соотвётствующихь тремъ сторонамъ его. 

Соединивъ точки А и О, замфтимъ, что прямоугольные три- 
угольники АОМи АОГ, имфюцие общую гипотенузу 40 и рав- 
ные кототы ОМп ОГ, равны; садов. СВАО == 2 САО, т. е. 
дини АО дваить уголь А пополамъ. Такъ какь центрь вну- 
тренняго виисаннаго круга находится также на зини 40, дЪ- 


о = 


дящей уголь триугольника пополэмъ (6 105), то изъ сказаннаго 
сафдустъ: центрь виутреннлю вписаниазо круз, центр витьинл- 
10 описаннаго круз м противуположная вершина триуюльника +46- 
экат5 па одной прямой лиши. 
$ 142. Задача. Опредьлить разстолше центра, описаннаю око- 
40 трирюльника круз отв цептра описаннаио вё нею круз. 
. `Ришенав. Пусть будетъ О, (черт. 153) центръ 
в круга описаннаго около триугольника АВС 
и Вего ращусъ, О центръ круга вписанна- 
го и лего радусъ; требустся опредфаитьдаи- 
ну лини 0,0, которую означимъ чрезъ 4. 
Соедицивь точки В и 0, продолжимъ 
линно ВО до пересвчешя съ описаннымъ 
уголь, и соединимъ точки О: и 2. Такъ 
какъ лин ВО дваитъ уголъ АВС пополамъ, 
то 4 = ОС, и потому рамусъ 0, В пер- 
пендикуляренъ къ сторон АС. 
авъ это, опустимь изъ точки О пер- 
пръ па нийо О,О, находим ($ 59): 
4: = 0,0 = 0,0* + 00: —2 0,0.0М. ь 
Въ триугольникв АОВ уголь 400 = С АВО -, 2 В40; кромв 
того д 04 = ДОС -+ 2 бАБ, и такъ какъ АО и ВО дъаятъ уг- 
зы Аи В пополамъ, то 2 ВА0 = ОАС и 4ВО = 2 0Вб=5 САБ; 
савдов. 5 А0В и потому 00 =Ар. Замфтивь при- 
ь, что 00 0. 0 = 0,0. 0Т, находимъ 
0,0 = 20,0. 06 —30,0. м = 0,0* —2 0,0. (рм—г0). 
Опустивъ изъ точки О периендикуляръ на сторону АС и за- 
мтивъ, что ОМ = и = М0 — ИГ и 0,0 = В, находимъ: 
4 = —9 Аг. 
$ 413. Задача, Опредпьлить разстолше центра круза описанна- 
з0 окодо триуольника ота центра витыинлию вписаинало пруга. 
Ришеше. Пусть будеть 0, (черт. 154) центръ круга, опи- 
саниаго около триугольника АВС, В 
его рашусь, О центръ вифшияго впи- 
сапиаго ‘круга и р его радусь; тре- 
буется опредфаить даину дин 0,0, 
которую означимь чрозъ 4. 
Соединимъ точки В и О, также точ- 
ци Ри 0,. Такъ какъ лия ВО дБ 
аитъ уголь АВС пополамь ($ 111), то 
А = 06, и потому радусъ 0,0 пер- 
пендикулярень къ сторон АС. 
ДадЪе заз\угимь, что въ триугольни- 
5% АВО уголь 400 = БАЙ — 2 ЕВО; 
кромь того 2рАО = ( 046—2 САБ, 
—- итакъ какъ ВО и АО дфаятъ углы Ви 
см ЕАС пополамь, то 2 40 = 2 ОАби 
Черт. 454. 2ЕВО = © ОВС = 2 640; сафдоват. 


5400 = 2 ВАО, и потому 20 Ар. й 
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Доказавъ это, опустимъ изъ точки О перпепди 
предложеше стороны 0,0, находимъ изъ А 0,00 О ке 
а 0,0" + 0' + 20,0. РМ. 

но ин о а 20,0. 10, сад 
= 0,0' + 80,.0.10 + 30, 0.0М = 0,0* + 20,0 (1 

Если изъ точки О опустимъ периендикуляръ ом а И 
АС и замфтимъ, что ОМ = 1) -= ОМ, и Ор=, то находимъ: 

4" = В + ЭВ р. р . 

$ 114. Паскалевв шестиулольникв. Если в6 шестиулольтикть 
АВСЬЕЕ (черт. 155), впи- 
сапномз в5 круть, продол- 
вить по парно двъ сторо- 
ны, раздьленныя одним у:- 
40м5, а именно сторопы АЕ 
и С), ЕЁ и ВС, ЕП и АВ, 
то при точии пересьченл 1, 
Н чб дежатб иа одной 
прямой лиш. *) 


Доказ. По $ 96 уголь 


АбЕ  измърнется гою 
АР-+-РЕ—ВС—СП и 
у ета етеееаии УГО 
Чарт. 455. СГА  измфряется дугой 


СВ + 48 —ПЕ — ЕЕ 
и } садов. С АбЕ -- © СА измфряются 
АЕ -+ АВ 


ДЕН. 


дугою р ‚ а ото дуга есть мфра угла ВНЕ; 
саЪдов. 5 ВНЕ = 2 АСЕ - 2 СИА. 


Проведя изъ точки Н линио НГ || Си й 
к линию НМ Е 
соединивъ точки Би Ви точки Ми Е, о ый 
а углы соотвфтственные, и 5 МОЕ = 2 СВЕ, на 
свойства вписаннаго че к Е 106); 
И тыреугольника СВЕР ($ 106); 
Изъ равенства угловъ НЁЕ и СВЕ сл 

Е еть, такъ как 
а Е: имфть одинакую тЫ и Е 
чрезъ три точки В, Еи Н, прой Ки х 
т Т, и потому 2 ВНЕ #2 ВЬЕ; но ты В ВЕ 
сл м ВНЕ РЕВ -- СВГ; но такъ какъ, по ‘доказанно" 
ву И АСЕ -- СПА, то ВСГ = СВГ, = АСЕ -- СА, садов. 
т т Подобнымь же образомъ доказывается, что МИ = 
„ 5ь этого сыбдуеть, что триугольники В@Ё и МЕ по- 


добны, 


и потому тут. 
2 


) Зто предзожеше открыто шестнадцатиа®тнымь Паскалемъ, и принято лмъ. 


ры творш коническихь сфчешй; оно извВстно въ наукф подъ име- 
аскалевь мистическй швстиугольникь (Нехадташиииии шузйеиии) 


и, маи 
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Если проведемь зиши РВ в РЕ, то, на основан свойства 
зписаннаго четыреугольника ВАЕ), углы ВИ и АРО равны, 
и такъ какъ СВО = 681 + ГВ а АЕБ = ЕОМ -- ПЕ, то 
СВТ, + ГВ = ЕХМ -+ 01Ё. Замфтивъ притомь, что, по дока- 
занпому, СВЕ = МТЕ, находимъ: ТВО = ВМ, и такъ какъ, кромв 
того, по доказанному ВТО = МЕ, какъ вифиише углы подоб- 
ныхъ триугольниковь, то заключаемь, что триугольники тво 
и ЕДМ подобны; с4%, ОН 

подобны; садов. ту му ° 


Если эту пропорцио раздфлимь на прежде найденную, то 
р МГ ТО -- 6Ь _ 1М-+ МО С 
получим: СГ М или ГТА = мо , или наконецъ;: 


. Изъ этой пропорщи и изъ параллельности 


ТН и ОТ сафдуетъ ($ 54), что СНТ есть прямая лия. 


Если двф стороны шестиугольника, напр. С) и АЕ, были бы 
паразлельны, то при продозженши они не вст! фтились; въ этомь 
случа говорять, что точка ихь пересфчешя находится на без- 
конечномь разстояни; лия соединяющая дв% друг точки 
пересёчешя @ и Н будоть въ этомъ случав параллельна и- 
нымъ АЕ и С. Если кромё одной пары еще и другая пара 
сторонъ параллельна, то и третья такжо параллельна. 


Относительное положене двухъ окружностей. 


$ 145. Окружности, имъюощи общ центрь (черт, 456), на- 
зываютсл коицентрическими, окружности, не- 
имъющ общаго центра — экзцентримескими. 

Двф окружности не могутъперес®каться, когда 
суммы ихъ радгусовъ меньше разстояни ихъ 
цетровъ. Въ самомъ дваЪ, пусть будутъ ио, 
(черт. 157) центры двухъ окружностей, гих, 
ихъ радгусы, и позожимь что гл, <00, 


Черт. 456. 
Если бы эти окружпости пересфкались въ какой нибудь точ- 


кь С, то, всавдстйе ОС + 0,С > 00,, имфаи ‘бы г + т, > 00, 
что противно положено. Въ этомь случав одна окружность 
дежить вн® другой (черт. 158). 

Но двё окружности 
также не могутъ пере- 
сфкаться, когда раз- 
ность ихъ радусовъ 
больше разстояшя их 
центровъ. Въ самомъ 
пусть будуть 0 


Черт 458. 


Черт. 457. 
и 0, (черт. 157) центры двухъ ок ужностей, хи”, ихъ ра- 
дусы, и положимь *—”, > 00; Если бы эти’ окружно- 
сти пересфкались въ какой нибудь точк® С, то, всаЪдотв!е 
06—0,6 < 00, ($ 13), имфаи бы: "—", <00,, что противно 


— 102 — 


положено. Въ этомъ случа 
о ъ одна окружно - 
т внутри другой (черт. 159) И 
Изъ сказаннаго выводимь Услов! 
‚ Изь и димъ услове дая пере- 
а лвухъ окружностей: даю и. 
Ютел только това, когда разстолие икв 
центровв меньше суз : Не 
а суммы и боыше разиости ихб 
„тр 459. Очевидно, что двф окружности могут пере- 
и ое какъ въ двухъ точкахь, потому что если до- 
о о окружности ими бы три 
ь три точк х Ь 
т ОЕ, что ротиано $ и И 
. ТЕОРЕМА. „До переськающе : 
о С реськающёлел окружпости импютв 
тии два случая, 
-й случай. Пусть будетъ А (черт. 160) точ пересвчешя 
двухъ окружностей; положим что 
центры ОнО, такъ распол 
что перпендикуляръ АС, опущен- 
ный изъ точки 4 на линио ОО 
соединиющую оба центры, прохо- 
дить между этими центрами; тре- 
я дома ть, что окружности 
по о пить еще другую общую 
„Доказ. Продолживтъ пе] 
фо К рпепдикуляръ 4. злв” 
ры о соединимь точки Аи В же. о 0" а 
А р ПОаНыИкИ ОСА и ОСВ, им о 
, мВ того, по построен! ' 
А ООС садов. ОА ов; НЫНЕ г: т 
и и И Ста прямоугольныхь ОНА 
ка В принадлежить объимь‘ ок] тя ОНУ Та ЧО ОН 
об ит ружностямъ, т. е. что В есть 
-@ случай. ч 
'учай Поожни что 4 (черт. 161) есть точка пересёчешя 
дпухь окружностей, и что центры О и 0, 
т расположены, что оба лежатъ по одной 
И периендикуляра АС, опущеннаго изъ 
о на линно ОО, соединяющую эти 
г ры; требуется доказать, что окружности 
зи ъ имбть еще другую общую точку. 
Е и перпендниуаярь АС, 
зМЪ. А, соединимъ точ- 
Ча! и А е В съ точками О и О,; находимъ, что. 
и: рямоугольные триугольшии ОСА и ОСВ 
тт тать ОС, п, по построенйо АС = СВ. равиы; 
ь ; подобнымъ же образомъ нах , : 
о , ходи Е - 
т ООН триугольниковъь ОСА св ы: 
рн ‚В Изъ этого саБдуетъ, что точка В принадаел итъ 
окружностямъ, т е. что В есть общая точка ихъ. 


— 103 — 


уеть, что дин, соединяющая. 
Ш, перпендикулярна: пб лини, 


Мзъ этого предложешя сы 
тоики перссичешя двузв окружносте 
соединяющей цептры 25. 

$ 117. Доб окружности, имЪюция только одиу общую точку, 
называются касательными (черт. 162, и 163), общая же точка их 
п точкою касашя. Касаше называется внутренние 

(черт. 162), когда одна 


окружность  лежить 
и т `` внутри другой 
и 


ивньш- 
И о. о инли (черт. 63), когда 
00, » ) окружности лежать по 
„ 06% стороны точки 
касшия. 
Черт. 1 Черт. 163. 


$ 118. Тковвмл. Центры даужб касательны окружностей 


и тока касашл дежита на одной прлмой 
Положимь во первы то дьё окружности иммоть внут 
реннее касаше (черт. 16% ; требуется доказать, что точки 0,0, 


и дае: 


ь па одной прямой. у 
‚Доказ. Положим, что ииия 00, при про- 


долщени не проходить чрезъ точку 4, но 

пересфчеть окружности въ точкахь Ви, 

такъ что четыре точки’ 0, О, Ви Е нахо- 

А дятся па одной прямой, атри точки 0,0, ид 

/ составить иёкоторый триугольникь (040,. Ес- 

ди радусь выймшияго круга. означать чрезь 

>, а рамусь внутропииго-—чрезь г», и замь- 

Черт. 164.  тимь, что 00, + 00 <=00.0Е, то полу- 

чимь О0,-н г, < или 00, <г—",; но из’ триугольшии: 00.4 

нашли бы $ 13)00,> 04 — 0,4, или 00,> "— ть что оче- 
видно противурфчить первому норавенстьу, 

Положим, во вторыхъ, что дв окр: ности иммотъ виш- 
иее касаше (черт. 105); требуется 0! дать что точки 0,0, и 
А лежать па одной прамой. : р 
‚Допаз. Положимъ, что ия 00, ие 
проходить чрезь лочку 4, а перес\- 
четь окружности въ точках риЕ, 


у и такъ, что четыре точки 0, 1, Е ио, 
0 находятся на одной прямой. а три 
точки ОА и О, составять нЪкоторый. 


триугольникъ 040,. Если означимъ 
радусы кругов, описанныхь около 
центровь О и О» чрозь гит» и за- 
то получимь 00,> ^ + г; но 
бы ($13) 00, <04 + 0, 
противур®чить первому не- 


Черт. 165 
мьтимъ, что О0ЕО,> ОР + ОЕ, 
изъ триугольника 400, нашаи 
т.е. 00, <г- г, что очевидно 
равенству: 

И такъь при внутреннемь и при вн\иннемь и 
двухъ круговь и точка касани зежать па одной 


касаши центры 
прамой. 
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Изъ этого предзоженя слфдуетъ: 

4. Деь окружности имлють внутреннее касан{е, когда разстод- 
ше ита центроов равилетел разности изв рад/усовв, и всниинее— 
когда это разстоли!е равплется суммь иж радусовв. 

3. Дар касательныя окружности импютё 0ё то’ 


касаня 
одпу общую касательную лишю ВС (черт. 166 и 1 


Въ са- 


момъ дф45, предполо- 


В 1 
живъ, что линя ВС есть 
касательная къ кругу, 
описанному около центра 

А. 0, и лишя ОА перпен- 
дикулярна къ ВС ($ 85), 
находимъ, по предъиду- 
щей теорем, что 0, 4 


9 с также перпендикулярна 
Черт. 166. Черт. 467. къ ВС, т. е. лишя ВС 


естьтакжо касательная кт кругу, описанному около центра 0,. 


$ 119. Ткоремл, Если чрезв точву спутреиилю или онпииияо, 
в касанл проведемь дель спкуиуя, то хорды, 
соедиилющел точки из пересиченел св окруж. 

постлми, паралаельны между собою. 
А. Положимь, во первыхъ, что чрезъ точ- 
т, ку внутренияго касашя 4 (черт. 168) про- 
ведены лиши 42 и АМ, требуется доказать, 

о. что ЕМ и РО параллельны. 

С Доказ. Провезя касательную ВС, нахо- 
м димъ ($ 94): СТАВ = ХЕМА и ХРАВ = 
2 РО; с4фд. ГМА = 2 РОД, и потому 
чиши Ми РО паразаельны ($ 33 сад. 9). 


Положимъ во вторыхъ, что чрезъ точку внёшияго касашя А 
в о (черт. 169) проведены лини ЕРи мо; 


требуется доказать, что ЕМ и РО па: 
раллельны. 


Черт, 168. 


'Доказ. Проведя касательную ВС, на- 
ходимъ ($ 94): РАВ ГМА и 2 САР 
Род; но углы РАВ и САР, какъ вер- 
тикальные, равны, садов. 2 ГМА = 


АРОА, и потому аини БМ и РО па- 
м раллельны. 
Черт. 469. 


Четыре замфчательныя точки триугольника. 


$ 120. ТкорЕмл. Перпепдихуляры, опущенные изв вершины 


трехв узчовв триуольника на противуположныя стороны, пересть- 
каютсл об одной точкт. 
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ьникв АВС (черт. 470): 

„Доказ. Положимъ, что А 40С ВеР И 

ть, что лини Аа, 5 

тся въоднойточив О. 

Чрезъ вершину А проведемь 

лин\ю параллельную ВС, чрезъ вер- 

шину8—аинно параллельную 46 и 

чрёзъвершинуС—линйю параллель- 

ную АВ; тогда составится триуголь- 

-иыщь 4.П,С» котораго стороны въ 

точкахъ 4, В С раздЪлены по- 

поламъ, потому что, напр 4В,= 

ВС-=4б, ($ 37); садов. лиши 

к ЕЯ Аа, ВЫ и Сс перпендикулярны къ 

едит: ИЕ Фнугольника А,В, С,» м эти перпенди- 
средииз: ст у мВ 

о О орт. 194) очка пересёчеши перпендику- 

а м опущенныхь изъ трехъь вершинь 

т т й гольника АВС, на противуположныя сто- 

ны и 0, Цит описаниаго около И 

У олещика круга. Проведя даметръ ВМ, зам Я 

тимь, что уголь МАВ, какт пира о на 

даметръ ВМ, есть прямой У р ты 

С построенйо, также прямой; дов. 9 

ы подобнымь же образомь доказывается, о 

МС ла, слъдов.40=МС($37).Опу от из 

точки, порпендикулирьна сторону во 


< 


м 
Черт. 474. У ы 
у подобныхъ триугольниковь МВСи 0,81: от-од-я 
димъ изъ под р р 


= : значить: точка 
переспиешя  трелв пернендикуалровв отетонто, отв какой ии. 
‹а в0в0е далие, пеже. ‘ 
будь вершины триуюльника. й 
стороны. 
реа отБ противуполоэкной 
о тем вм проведенный чат вершины трос учет 
триупольника ко средишь противуполоэкиыае сторонв, перес 
а кв АВС (черт. 179) проведены 
и что въ триугольник® 4 рт. . 
Е ИЕ и изъ вершины угловъ Аи р 
Л срединв противуположныхь ри о 
го угла 
`>а чрезъ вершину третья! точ 
| ВЕН лишя Сс; требуется доказать, что 


сторона АВ въ точкв с длится пополамъ. 
а Продолживъ динно Аа, и сдвлавъ 


С чкамм 
аа, = Оба, соединимъ точку а, съ точк: 


цв ОВа,С д'агона- 
ы ь С ви С. Въ четыреугольник а, ь 
| р ди ВС и 0а,, по построению, АФаятся попо 
в дамъ; сафдов. этоть четыреугольникь ее 

Черт та. паразледограмит. Подобнымъ же образом’ 


=) Эта то’ ывается въ механпкЪ центром» тлусеети т] ка, 
3 чка называется въ механик 4 осести триугольши 
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составимъ параллелограммъ 4065,. Нако- 
вецъ, продолживъ сторону Се и проведя 
Ве, паралельно Аа, соединимъ точки си 
4. Такъ какъ въ четыреугольник® Ас, 05 
етороны 46, и С,0, по построенйо, 
лельны, и кромё того ($ 37) 46, 


Ва, = с,0, то четыреугольникъ 4с,0%, есть 
паралле4ограммь, и лини: 4с, и 08, па- 

ъ, разиельны между собою; а какъ, кромв то- 
Черт. 472. голиши Вс, и 04, ио построению, пара-- 


лельны, то четыреугольникь Ас,ВО есть также паразлелограммъ, 
и потому сторона АВ дфлится въ точк6 с пополамъ, что и 
требовалось доказать. 

Замбтимь, что ОВ = 4с, и Ас, = 0%, =906; слфдов. ОВ = 
20%; это значить: точка пересъменл О длит каждую изв лиш 
на дол части; мав поторытв одна вдвое боллье’ Оруго й 

Изъ трехь паралалелограммовь 406%, В0Са, и АОВе, н 
цимь ($ 61): 


АС + ОБ * = 200+ 9 04°; 
ВС" -- а," 208" -- 300; \ 
АВ" -- Ос,* = 904" + 0В*. 
Сложивь эти уравиешя и замфтивь, что 0а, = Вс, = да, 
0, = дс, = ОВи Ос, = Ва, == Об, находимь: 
АВ" + ВС + 46 (04* + 08" + 06°. 


$ 129. ТЕОРЕМА, Точка переспинийл пернеидикуляровв, опу- 
щониые изв вершины трех умонв трнуолоники па протизупо- 
чожнил стороны, тонка ‘порсспиенсл дин, проведенныхв изв вер- 
шипы трелб умов триуючьниьа кв средииь протипуиоложныхь 
стороив и центры круз, фписаниаю около тприуольника, лежать 
па одной прямой. 


в 'Доказ. Пусть будетъ (черт. 473) Г точ- 
ка пересфченй периендикуляровъ, К точка 
Й пересёчешя линй, проведенныхъ изъ верши- 
ны угмовъ триугольника къ срединё про- 
й тивуположныхь сторонь и О центръ опи- 


саниаго круга; наконецъ положимь, что р 
= вы © веть редик стороны 46. Если чрезъ точки 
Черт. 473. В и Г проведемъ линйо, то она, по положе- 
нНо, будеть перпендикулярна къ АС, и если чрезъ точки ВиК 
проведемъ линйо, то она, по положенио, пройдеть чрезъ точ- 
ку 0, наконець, если соедипихь точки О и И, то, 1 
свойства описаннаго круга, лишя Ор будоть перпен, лярна 
къ 46, слдов. параллельна лини ВЕ. Замтивъ, что ВР = 0) 
(5 120), и ВК 9 КО ($ 491), Паходиь И, 
кромф того, всафдетые паралаельности лин ВЕ и ОР, Углы 
ТВК и КОО равны, то триугольники ВКТ и РКО подобны ($ 50); 
садов. с ВКЕ = 2 ОКО, и потому ГКО есть прамая линя. 


такъ какъ, 
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Точки Г, К, О и центръ вписаннаго круга называются ч4- 
К 


тырьмл зампчатефьными точгами триулольника. 


Взаимныя точки. 


олжимь даметръ С (черт. 174) круга, и 
возмемь на немъ виинюю точку Ви вну 
треннюю точку А такъ, чтобъ 


$ 193. Если врод 


од. 0В = 0", 


№ 
Е Сато то точки Аи В называются взаммныли а 
самая окружность СЕЙЕ, относительно ко- 
торой точки А и В суть взаимныя, пазы- 


Черт. и. вается управллющею окружностью. . 
з | = 1 Ш пропорций 
дставивт авнеше 04. ОВ = 06° въ вид’ 
Представивь Ур: ово 96 
ос 04, 
и ОВ -- 06 ОС-- ОА. 


08—06 — 06— 0А 
но 0В + 06= 08 -00=80; 08—06 =В6; ОС -+ 04 
Од АБи 06—04= 


=00- 


с. „ 
80 _ 40. 
в6 4’ 
чить, что дин ВО въ точках Си 4 
НО т.е. 0д6ю взаимпыя точки 


дметра суть четыре зармонимесктя точки. 


"| ей опружиости 
кую нибудь точвуР управллющ р 
ре И 78 соединив св двумл взаимными 


0 — = веть 
точками Ан В, то отношешое ру в 


А раздфлена гармони- 
Аа концы С и 


постолииая величина дал всьхб то - 


Г чекё окружности. а 
каз. Проведемь линио Рби 4, 
а те РВ; ы риугольники АРО и, ВРО 
имъють общ уголь О, и кромв то- 
Чарт. 175. го, всабдстые взаимности точекъ 

арт. 175. 

В: ОВ _- 08 сафдов. эти триугольники подобны, и по- 
Е орд Е 
тому 2 ЕРК=С РВБ. Но мёра угла ЕРА есть ее = 

РП— 06 — бк 20—06, 
и мфра угза РВО есть За: садов. СВ — СЕ = РП: 


тствующу авнымь центральнымь 
Но дуги РО и СЁ, соотвфтствующия р и 
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Ч = 90; это значить, что лини РС 
и РЕ ВРА пополамъ. Вслфдстве этого имфемь ($ 56), 
РА = 10} ЧТО и требовалось доказать. 


Обратная творема. Если даниы деъ точки Аш В (черт. 175) 
то аслкал точ . и : 
ка Р, для которой отношенёе Ра Ра@илется по- 


столниому отношешю т: п, де: 
: п, лежюитв па окружности в; 
сителоно которой А и В суть взаимныл ЕН 


„Доказ. РаздЪлимь линНо АВ надзфчасти ВСиАС въ отношении т: и 


В 
так,что я, =; НО какъ, по положенйо, 


РА=в, ТО заключаемъ ($ 56, что 


анны РС дфаить уголъ” ВРА пог 
Если проведемъ линно РЬ орон 
мирно къ лиши РС, раздфаимь С попо- 
ламъ и изъ средины ея О радгусомъ 
ОС опишемь окружность, то эта окруж- 


Черт. 475. ность прой 

, ть пройдетъ чрезъ точку Р, ; 
что СРИ воть уголь прямой. Замфтивъ, не о ив р 
мврою —а ‚а уголь ЕРИ мфрою ОПЕОка и что СЕ = 


РР и СЕ = 60, заключаем 

. „ заключаемь что 5 РВЬ = СЕРВ, х 
сафдуетъ, что триугозьники ВРО и АРО, имвюще об о 
0, и кромь того, ИРВи=хЕРК, подобоы, с. тов св иди 
ОВ. 04 = ОР" = 06*. Это 1 т 
а = . уравнеше показывает” 
суть взаимныя точки отновительно кружиости ОРОДо Ее 


Если въ уравненш ОВ. ОА = 06* 

. = замвнимь ОВ Ё 
а Оби ОС — АС, то находимъ: (ВС = 00 СТ 
или раскрыв скобки и сокротивъ, получим: КЕ 


ОС (ВС — 40) = ВС. АС; 


отеюда: 
ВС. АС 
= ВС-АС` 


Это уравнеше нок 
оказываетъ, что ращуеъ круг: 
т о ис круга 
только отъ положошя точекь А и В, и и о 
р 


ос 


будетъ одинак!й дая всёхъ точекъ Р, дая которыхь РВ _т 
у ПРА 
Замфтимь, что съ помощио этого уравнены опредфаяется 


вообще радусъ управаяющаго о данному положенйо 
5 у о круга у кенй 
ухъ взанмныхь точек м В. А - 
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Поляры. 

сли изъ центра О (чорт. 176) опустимъ перпендику- 
зпръ 00 на вакую пибудь чинно МА 
и па этомь перпендикулярь опред?- 
—_ димь точку Р взаимную О, то точка Р 
КР пазывается но-юсомв прямой ММ, а ли- 

:- < ий ММ — подярою точки Р. 
Р, Очевидно, что когда лия ММ не 
й пересфкаеть кругъ, то полюсъ ел на- 
ходится внутри круга, когда же. ли- 
м, шя М, №, пересъкаетъ кругъ, то полюсъ 

Черт. 476. ея Р, лежитъ вн круга. 
Теорема. Вершина описаннаго узла есть полюс хорды, соеди- 
плющей деть точки касашл. 

© Положимъ (черт. 177), что АСВ есть описан- 
ный уголь, АВ хорда, соединяющая точки каса- 


А и ня Ди В, и ОС дишя, проведенная отъ центра 
къ вершин описаннаго угла; требуется дока- 
зать, что С есть полюсъ прямой АВ, т. е. что 

о ВлиШя ОС перпендикуляриа къ хорд® АВ, и что 


я 


Ри Ссуть точки взаимпыя. 
Доказ. Изъ равенства прямоугольных три- 
Черт. 477. угольииковь О4С и ОВС сафдуетъ, что ОС пер- 
пендивулярна къ 4В; изъ прямоугольнаго же триугольника ОАС 
р— 


находимъ: ОС. ОР 4*, — усло взаимности точекъ Ри 6. 

Изъ этого предложешя слдуеть, что полюсъ ‚дМаметра нахо- 
дится на безконечномъ разстольи. 

Теорема. Полюсы всъжа прлмытв, проходлщихе чрезв данную 
почку лежать на поллрю этой точки. 

Пусть будеть С5В (черт. 178) упра- 
ваяющая окружность, 4 какая пибудь дан- 
ная точка, ММУ ся поляра и АР какая ни- 
будь лишя, проходящая ярезъ точку 4; 
требуется доказать, что’ пояюсъ прямой 
АО дежить на лини ММ. 


'Доказ. Опустивъ изъ центра порпен- 
дикузяръ ОР на линйо АБ и замътивъ, 
что прямоугольные триугольники ОРВ и 
004, имфюще общ уголь '0, подобны, 
находимъ Е 55 или ОР. 00 = 08. 04; атакъ какъ, по по- 
ложенно, А и В суть точки взаимных, то 08. ОА = 06"; сад. 
ОР. 00— 0С:. Это уравнеше показываеть, что Ри Осуть точ- 
ки взаимныя, сафдов. полюсъ Р прямой А) лежитъ на лини ММ. 

Обратная теорема. Подары вспять точек прямой лини с2о- 
Элтся, ав полюс этой прямой. 


Чер 
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Пусть будетъ С$В (черт. 178) управ- 
зяющая окружноеть, ММ какая нибудь 
лишя и А позюсъ ея; требуется доказ., 
что позяра какой нибудь точки Р пря 
мой М проходить чрезъ точку 4. 

„Доваз. Соединив точки О`ирР, про- 
ведемь линйо АР перпендикузярно кь ОР. 
Изъ подобныхь прямоугозьныхь три- 
О ОРВ и О0ОА находимъ: 


М 
Черт. 478. т или ОР. 00= ОВ.ОА; а такъ 
ОА 0 


какъ, по положенно, А и В суть точки взаимныя, то ОВ. 40= 
06’ потому ОР. 00 = 0С'. Изъ этого сафдуеть, что Рио 
суть точки взаимныя, и что лишя АБ есть поляра точки Р. 
Изъ этого предложешя субдуетъ, что еси вершины Р, О, В... 
д В — (черт. 179) мноюуюзиника РОПВУТИ“ суть 
полюсы стороиз друмю  мпоюуольника 

АВСЬЕЕ, то, и наоборотв, вершины А, В, С.. 
втораюо мпооуюльника суть полюсы сто- 
2 ронб первио. Въ самомь дфаф, если Ри О 
суть полосы прямыхъ 4В и ВС, проходя- 
щихь чрезъ точку В, то, по предыдущему, 
точки Ри О должиы аожать на полярв точ 
ки В; садов. В будетъ полюсъь прямой РО. 


Черт, 170. 


Задачи. 


чайшее разстояще точки оть окружности. 
70. Найти наибольшее разстоящше точки отъ окруяшости, 
741 Пайти кратчайшее разстояше двухъ окружносте! 
72. На окружности опредфлить дугу равную данной дугЪ, взя- 
той два раза, три раза и-т. д. 
73. Чрезъ, точку А, лежащую внутри круга, провести хорду, 
которая въ точкё 4 дфайлась бы пополам. 
74. Раздфаить данную дугу на 2, 4, 8.... равныхъ частей. 
75. Найти геометрическое мфсто центровъ окружностей, про- 
ходящихъ чрезъ дв данныя точки А и В. 
х 76. Описать даннымъ радусомь окружность, проходящую 
чрезъ двф данныя точки 4 и В. 
Х 71. Найти центръ дуги или окружности. 
о 78. Найти геометрическое мёсто центровъ окружностей, ка- 
сательныхь къ прямой АВ въ данной точкв ея М. 
х 79. Описать даннымъ радусомь окружность касательную къ 
прямой АВ въ данной точкв ея М. 


69. Найти кра 
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0. Описать окружность, проходящую чрезъ точку М и ка- 
сательшую къ прямой АВ въ данной точк® ел М. 

81. Описать радусомъ г окружность, которой центрь пахо- 
Анася бы на примой ММ, и которая касалася бы прямой АВ. 

89. Описать радбусомъ 7 окружность, которой центръ нахо- 
лился бы на данной окружности, и которая касалась бы пря- 
мой АВ. 

„Хх 83. Найти геометрическое мфсто центровъ окружностей ра- 
| туса ”, касательныхь къ данной окружности радуса В. 

84. Описать радбусомъ и окружность, которой цеитръ пахо- 
дился бы на прямой АВ, и которая касалась бы даннаго круга 
радуса К. 

85. Описать радбусомъ ^ окружность к 


тельную къ данной 


| окружности въ точкв М. 


| 86. Описать окружность, проходищую чрезъ точку М и ка- 
сательную къ данной окружности въ точкВ М. 
87. Описать окружность, проходящую чрозъ дв точки Аи В 

и пересвкающую данный кругъ такъ, чтобы хорда пересфчешя 

была бы параллельна данной прямой ММ. 

\ 88. Описать окружность касателльную къ данному кругу и 
хъ прямой АВ въ данной точкё ея 14. 

89. Описать окружность касательную къ данной прямой АВ 
и къ окружности въ данной точкв ея М. 
`/ 90. Опредфаить длину лини, соединяющей р прамаго 
угла съ срединою гипотенузы. 

91. Найти геометрическое мёсто вершины примбугольцыхь 
рИуОииЕоЕь имфющихь одну и ту же гипотенузу. 


‚ 92. Найти геометрическое м®сто средины хордъ, сходщихой" 


въ одну точку 4. 


к, 93. При кавихъ усаомяхъ можно провести окружность чрезъ 


четыре данныя точки 4, В, Си 0? 
94. Возставить перпендикуляръ на концф прямой АВ, которую. 
‹ продолжить нельзя. 
95. Провести чрезъ данную точку А касательную къ кругу. 


96. Провести къ кругу касательную, которая составила бы . 


данный уголъ съ прямой АВ. 
-Т 97. Найти геометрическое мёсто точекъ такого свойства, что 
касательныя проведенныя отъ нихъ къ данному кругу радуса 
т, имфзи бы одинакую’даину а. 


. 
98. Найти на прямой АВ такую точку, чтобы касательная прове- 


м 
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деннал отъ отой точки къ данному кругу равнялась данной 
дин а. 

99. Провести чрезъ точку А свкущую къ данному кругу, 
чтобы часть сфкущей внутри круга равнялась данной лини а. 

100. Провести чрозъ точку А сЪкущую къ данному кругу 
такь, чтобы она отсфкала дугу вибщающую данный уголь а. 
[101. На данной прямой АВ описать дугу, вмвщающую дан- 
ный уголт. 

102. Найти геометрическое мёсто вершин триугольниковъ, 
имфющихъ одно и тоже основаше АВ и данный уголъ а при 
воершиин$. 

103. Опредфлить геометрическое мфсто точекъ, отъ которыхъ 
данная прямая АВ видима подъ однимъ тъмъ же угломъ. 

104. Ма прямой АВ найти такую точку, чтобы лини, прове- 
денныя отъ отой точки къ двумъ даннымъ точкамь М и №, со- 
ставили данный уголь а. 

105. Найти точку, отъ которой двф прямыя АВ и ММ видимы 
подъ угломь 45°, 

106. Найти внутри триугольника 48 С точку, отъ которой три 
стороны триугольника видимы подъ однимъ и тьмъ же угломъ. 
+107. Построить триугольникъ по данной высотв 1, данному 
основано а и углу т противуположному основанию. 

108. На окружности данны дв точки А и В; найти на этой 
же окружности такую точку, чтобы сумма разстоянй ея отъ 
точекъ Аи В равнялась данной лини в. 

109. На окружности данны двф точки А и В, найти на этой 
же окружности такую точку, чтобы разность разстоянй ея 
отъ точекъ А и В равнялась данной лин 4. 
х110. Построить триугольникъ по данному периметру, осно- 
ванио и углу противуположному основанйо. 

111. Найти средшою пропорщюнальную между двумя лишями. 
Г 112. Построить триугольникъ по данному основанию АВ, про- 
ивоположмому углу т и радбусу описаннаго круга х. 
№ 113. Провести касательную линйо къ двумъ окружностямъ. 

114. Построить триугольникъ по данной высот, данному углу 
т при вершин$ и радгусу ^ вписаннаго круга. 

115, Данны двф окружности; провести прямую, касательную 
къ одной и свкущую къ другой, такъ, чтобы часть ея, закаю- 
ченная внутри втораго круга, равнялась данной лиши а. 

116. Провести къ двумь даннымъ кругамь сЪкущую такъ, 


= 


чтобы части ел, заваюченныя въ отихъ кругахъ, равнядись дан“ 
НЫМЪ лиНИмЪ. 

117. На прямой АВ найти такую точку, чтобы касательныя, 
проведенныя отъ этой точки къ двумъ даннымъ кругамь Ои 
О,, составили равные углы съ прямой АВ. в й 
418. На окружности даны дв точки Аи В; найти на этой 
же окружности точку, которой разстоявя отъ точекь А и В 
были бы въ данномъ отношеши т; я. Н 

119. Раздфаить окружность на шесть равныхъ частей. 

120. Раздфаить окружность на четыре равныл части: 

421. Раздфаить окружность на десять равныхъ частей. 

129. Раздфлить прямой уголъ на три равныя части. 

123. Вписать кругъ въ данный секторъ АОВ. , 

124. Провести чрезъ точку А, лежащую внутри круга, рад!- 
уса г, хорду такъ, чтобъ она въ точкё А раздфлилась въ 


° отношени т: п, 


125. Чрезъ внфиииою точку А провести сфкущую къ кругу 
такъ, итобъ она этимъ кругомъ раздфлилась пополамъ, 

126. Чрезъ вшииниюю точку 4 провести сфкущую къ кругу, 
такъ чтобъ опа этимъ кругомъ раздфлилась въ отношени т: я. 

127. Описать кругъ касательный къ тремъ даннымъ аишямъ, 

128. Найти геометрическое мфсто точекъ, дФаящихь въ от- 
ношенм т: я всё прямыя, проведенных отъ данной точки А къ 


данной окружности. 

129. Описать кругъ, проходящ чрезъ точки А и В и каса- 
тезьный къ прямой ММ. 

130. Описать кругъ, проходящий чрезъ точку С и касатель- 
ный къ двумъ прямымъ АВ и ММ. 

134. Описать кругъ, проходящий чрезъ дв данныя точки А иВ 


и касательный къ данному кругу. 
132. Описать кругъ, проходящий чрезъ точку А и касательный 
къ прямой ММ и къ данному кругу. 
133. Описать кругъ касатольный къ двумъ прямымъ АВ и МУ 
и къ данному кругу радуса г. 
434. Описать кругъ касательный къ прямой АВ и къ двумъ 
даннымъ кругамъ радгусовъ В и г. 
435. Описать кругъ, проходящй чрезъ точку А и касатель- 
ный къ двумъ даннымь кругамъ радусовъ Й и г. 
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136. Описать кругъ касательный къ тремъ даннымъ кругамъ 
радусовъ г, г, И *,- 

437. Раздваить пополамъ, неприступный уголь 4. 

438. Опустить перпендикулярь изъ неприступной точки 7 на 
приступную линйю АВ. 

439. Опустить перпендикуляръ изъ данной точки А на линио, 
которой двф только точки В`и С видимы изъ 4. 

140. Провести чрезъ точку А линио параллельную прямой, 
которой двф только точки Ви С видимы изъ 4. 

141. Опредфаить разстояще двухъ точекъ А и В, изъ кото- 
рыхъ точка А неприступна. 

142. Опредваить разстолые двухъ неприступныхь то- 
чекь Аи В. 

143. Опредваить разстояше точки С оть прямой, которой 
ДВВ только точки А и В видимы изъ с. 


ГЛАВА У1. 


0 правильныхъ многоугольнихахъ. 
ПРАВИЛЬНЫЕ МПОГОУГОЛЬШИКИ ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ, ЗАадАЧИ. 
Правильные многоугольники вписанные и описанные. 


$ 125. Многоугольникъ, котораго стороны равны меж 
ду собою и котораго углы равны между собою, назы+ 
вается правильныме. Такъ напр. триугольникъ равносто- 
роншйЙ есть правильный триугольникь, квадратъ есть 
правильный четыреугольникъ. Изъ опредфленйя правиль- 
наго многоугольника слфдуетъ: 

1. Такъ какъ во вслкомъ многоугольникв, имъющемъ 2 
сторонъ, сумма внутреннихъ угловъ равна 24 (п — 2) 
($ 44), то каждый внутреный уголь правильнаго много- 


тЫ саЪдов. вну- 


угольника оп сторонахъ равенъ 24 


в 


трений ‘уголь правильнаго многоугольника зависить 
только отъ числа его сторонъ. 
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9. Правильные одноименные многоугольники, т. ©. 
таке, которые имъютъ одинаковое чисдо сторонъ, имвютъ 
всегда и равные углы. 

3. Правильные одноименные многоугольники подобны, 
потому что углы ихъ равны и стороны пропорцю- 
нальны ($ 62). 

4. Периметры правильныхъ одноименныхь многоуголь- 
виковъ относятся какъ стороны ихъ ($ 63). 


$ 196. Творемл. Около вслкаю правильнаю мнозо- 
зуольника можно описать круг. 

'Доказ. Положимъ, что АВСЬЕЕ (чер. 
180) есть правильный многоугольник: 
АВ=ВС=СО...; ХАЕЙДВЕС С... 
> Коди раздёлимъ два угла А и В по- 
© поламъ прямыми АО и ВО, то точ 

св ь ка ихъ пересфченя О будетъ центромъ 

Черт, 480. описаннаго круга. Въ самомЪъ дфи, 
соединивъ точку О со всЪми вершинами многоугольника 
и опустивъ оть этой же точки перпендикуляры на всв 
стороны его, замзтимъ, что триугольникь АОВ равнобед- 
ренный, потому что углы АВО и ВАО, какъ половины 
равныхъ угловъ, равны; слФдов. АО = ОВ и АМ = МВ 
($ 25 сафдет.), т. е. перпендикуларъ ОМ длитъ сторону 
АВ пополамъ. ДалЪе, триугольники АОВи ВОС, имъюще 
общую сторону ОВ, и кромв того, по положению, 
АВ= ВС, а ио построено ГАВО=Х СВО, равны; слЗд 
триугольникь ВОС также равнобедренный, и исво= 
ИВСО; изъ этого слфдуетъ, что линя СО дълитъ уголъ 
С, а перпендикуляръ ОМ— сторону ВС пополамъ, и что 


А0 = ВО = ОС и ОМ = ОМ. 


Подобнымъ же образомъ находимъ, что триугольники 
ВОС и С0О, имвюще общую сторону 0С и, кром 
8* 


вм с 
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того, по положенио, ВС = СШ и, пд 
доказанному, ^ВС0=ХОСО, равны, 
Сафлов. триугольникъ СОЛ также ра- 
знобедренный и С С00 = (00; 
изъ этого слБдуетъ, что лин ОО д- 
литъ уголь О, а перпендикуляръ ОР— 
сторону СВ пополамъ, и что 06=0 


Черт. 480. 


и ОМ = ОР. 
Разсуждая такимъ образомъ далфе заключаем, что: 


ОА = ОВ = 06 = 05 = 0Е = 08; 

0 = ОМ = ОР= 00 = ОВ = 05, 
т. в. точка О отстойть отъ веъхъ вершинъ многоуголь- 
пика на одинакомь разстояви и также отъ всёхъ сто- 
ронъ его на одипакомъ разетояши. Слфдов. если изъ 
точки О опишемъ кругъ рамусомь Од, то этоть круг 
пройдетъ чрезъ всЪ точки А, В, С... ибудетъ поэтому 
кругомь описанным около многоугольника. 

Точка 0, центръ описапнаго круга, называется также 
центромь многоугольника. Лия ОА называется радиусом 
описаннаго круга, а периендикулярь ОМ, опущенный 
изъ центра на сторону, — апооемою. 

Изъ приведенныхь вЪ этомъ $ разсужденй слфдуетъ: 

1) Веъ лини, дфаяция утлы правильнаго многоуголь- 
ника пополамъ, сходятся въ одной точк®, — въ центр 
многоугольника; въ этой же точкф сходятся и вев пер- 
пендикуляры, возставленные изъ срединъ сторонъ его. 

2) Для нахождешя центра многоугольника можно, вмф- 
сто того, чтобы раздфлить два угла его пополамъ, раз- 
дЪлитв дв как нибудь стороны пополамъ, и изъ сре- 
динь ихь возставить перпепдикуляры; пересвчешемь 
этихъ перпендикуляровъ опредфлится также центру мно- 


гоугольника. 

3) Веь углы при центрё: АОВ, ВОС, СО... равны 
между собою, и каждый равенъ четыремъ прямымь дф- 
леннымъ на число сторонъ многоугольника. 


| 


4) Равносторонн многоугольникъ впи- 
санный АВСРЕЕ (черт. 181) будетъ 
с всегда и ‘равноугольнымъ, т. е. прави- 
льнымь, потому что, велфдетые равен- 
ства дугъ АВ, ВС, СО..., стягиваемыхъ 
Черт. 4.  СТоронами многоугольника, вев углы 

его имфютъ одинакую м$ру. 

Равнымь образомъ равноугольный многоугольникъ 
вписанный АВСБЕЕ (черт. 184) будетъ всегда и равно- 
стороннимъ, т. е. правильнымъ, потому что изъ равенства 
дугъ, измфряющихъ его углы, слъдуетъ равенство дугъ, 
стягиваемыхь его сторонами; такъ напр. изъ равен- 
ства дугь ВСРЕКи СОЕЕА, соотвЪтствующихь рав- 
нымъ угламь А и В, слЪдуетъ, что дуга ВС равняется 
дугв АЁ. 

5. Даметръ, проходящй чрезъ вершину однаго изъ 
угловъ правильнаго вписаннаго многоугольника, или чрезъ 
средину одной изъ его сторонъ, двлитъ многоульникъ 
на двф равныя части. Въ самомъ дёлф, такой д!аметръ 
пройдетъ или чрезъ вершину противуположнаго угла или 
чрезъ середину противуположной стороны, потому что 
даметръ дфлитъ окружность на двф равныя части; при 
наложении же этихъ частей—какъ полуокружности такъ и 
части вписаннаго многоугольника совпадутъ, 

$ 127. Теорема. Во вслюй правильшяй мнооуголь- 
ник5 можно вписать круг». 

Доказ. Такъ какъ, по предъидущему $, центръ пра- 
вильнаго многоугольника отстоить отъ всфхъ сторонъ 
его на одинакомъ разстоянши, то кругъ, описанный изъ 
того же центра радусомъ равнымъ апоеем®, будетъ ка- 
саться веъхъ сторонъ многоугольника, и будетъ поэто- 
му вписаннымь кругомъ. 

Всафдстве этого апоеема называется также радёусоиь 
влисаниаю круга. 
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$ 128. Теоремл. Равноузольный миозоуюльникь опи- 
санный будеть всегда равностороний т. е. правильный. 
Положимъ, что АВСРЕЕ(черт. 182) 


1 есть равноугольный описанный 

м многоугольникъ: А = В = С....; 
я р Требуется доказать, что 
АВ = ВС = СО... 

Доказ. Соединивъ центръ о 

т УВ съ вершинами многоугольника, и 


Черт. 482. проведя рафусы ОМ и ОМ въ точки 
касаня М и М, находимъ, что прямоугольные/триугольники 
МОВ и МОВ, имъюпие общую гипотенузу ОВ и равные 
катеты ОМ и ОМ, равны ($ 25); слфдов. С. МВО = 
С. МВО, т. е. лишя, соединяющая центръ съ вершиною 
какого нибудь угла многоугольника, дфлитъ этоть уголь 
пополамъ. Велфдетые этого триугольники АОВ и ВОС, 
имфюще общую сторону ОВ а по доказанному, / АВО = 
С. СВО и кромб того Г. ВАО = (. ВСО, какъ поло- 
вины равныхъ угловъ, равны, и потому АВ = ВС. 

Подобнымъ же образомъ ‘доказывается равенство и 
другихъ сторонъ. 

Обратная теорема. Равностороний описанный  мнозо- 
узольникв будеть всегда и равноугольный, т. е. правильный. 

Положимъ, что въ описанномъ многоугольник АВСРЕЕ 
(черт. 182) АВ = ВС = СГ...; требуется доказать, что 

Я —=В = 6 

Доказ. Изъ равенства“ прямоугольныхь триугольги- 
ковьъ МОВ и ВОМ, имъющихъь общую гипотенузу и 
равные катеты ОМи ОМ, слфдуеть: ( АВО = С. СВО, 
т. е. лишя, соединяющая центръ. съ вершиною какого 
нибудь угла, дфлить этоть уголъ пополамъ. Всафдетве 
этого триугольникн АОВ и ВОС равны, потому что им$- 
ють общую сторону ОВ, и кромЪ того, АВ = ВСи 
С аВО = (СВО; изъ равенства же этихъ триугольни- 


И баян 


‚пиши дай 


ево ив ии пав в 
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ковъ слфдуетъ, что ( ВАО = С. ВС0; а такъ какъ, по до- 
казанному, углы ВАО и ВСО суть половины угловъ 
Аи С, то А = С. 


Подобнымъ же образомъ доказывается равенство и 
лругихъ угловъ. 
$ 129. ТЕОРЕМА. Периметры правильныхь одиоимен- 
ныть многоугольниговт относятся какь радйусы вписанныхь 
ии описапныхь кругов. 
'Доказ. Пусть будуть АВСРЕКиА, В. С.Б, Е, Е, (чер.183) 
р $ два одноименные пра- 
вильные многоугольни- 
ки, Ои0, ихъ центры. 
2, Соединимъ О съ точка- 
/ $ в МАИ В иопустимъ 
- изъ 0 перпендикуляръ 
Е Е 
Черт. 483. ОМ на сторону АВ; 
далье соединимъь 0, съ точками А, и В, и опустимъ 
изъ 0, перпендикуляръ на сторону А,В,. Триугольни- 
ки ОВА и О,В,А,, въ которыхъ углы ОВА и ОАВ 
соотвфтственно равны угламъь О.В, А, и 0,4А,В‚, какъ 
половины равныхъ угловъ ($ 196), подобны; садов. 
НЕ О. Но такъ какъ периметры пра- 
2.8, бд, — 0, 
вильныхь многоугольниковъ относятся какъ стороны 
($ 125 слбдс. 4), то: 


АВ + ВС СО +... _АВ _ОА _0М. 
2.В, + В.С. +60," АВ, Об, б,М, 


Изъ этого предложеня слЪдуетъ, что периметры двухъ 
одноименныхъ правильныхъ многоугольниковъ, изъ кото- 
рыхъ одинъ вписанъ въ кругъ,-а другой описанъ около 
него, относятся между собою какъ аповема вписаннаго 
многоугольника къ радусу круга. 
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$ 130. Задача. Шо даниой сторошь правильнаго впи- 
саннаю мноюузольника опредълить сторону однонмениа- 
20 описаниаю миозоузольника. 
Ришеше. Пусть будеть АВСОЕЕ (черт. 184) правиль- 
ный вписанный многоугольникъ. 
Опустивъ изъ центра перпенди- 
‹ куля ы на стороны его и прс- 
о) содолживь ихь до пересъчешя съ 
окружностью, проведемъ чрезъ точ- 
Р ки М, М, Р....касательныя; такимъ 
образомъ составится описанный 
Черт. 484. многоугольникъ 4, В, С, Р.Е, Ё,, ко- 
тораго углы равняются угламъ вписаннаго многоугольника, 
потому что стороны ихъ взаимно параллельны. Всл6детв!е 
этого ($ 128) описанный многоугольникъ будетъ пра- 
вильный. Замфтимъ, чтовершины двухъ соотвЪтевенныхъ 
угловъ А, и А и центръ О лежатъ на одной прямой ли- 
ни, потому что изъ равныхъ прямоугольныхь три- 
угольниковь А,5,Ои А, Ш, О слфдуетъ, что лишя ОА, 
дфлить уголь 5,ОМ, пополамъ, а изъ равныхъ пря- 
моугольныхъ триугольниковъь АЗО и АМО слфдуетъ, что 
дин ОА двлитъ тотъ же уголъ пополамъ; слфдов. лини 
ОА, и ОА совпадаютъ. 
Изъ подобныхьъ триугольниковь АОВи А, 0,В, нахо- 
димъ ($ 48 слбдетые): 
А.В, _ 01 
АВ ОИ 


а изъ прямоугольнаго триугольника МО: 


ОМ =У 04:—А 


; 


но такъ какъ АМ = о то ОМ= У ОА* —. * Вста- 


вивъэто выражене въ предъидущую пропорцию, получимъ 


А, 


А 


Означимъь чрезъ п число сторонъ многоугольника 
АВСОЕЕ, чрезъ а, сторону его, чрезъ 5, сторону опи- 
саннаго многоугольника и чрезъ и радусъ круга, тогда 
предъидущая пропорщя принимаетъ видъ: 


и отсюда 


(Съ помощию этого выражешя можно, по данной сторо- 
1$ вписаннаго многоугольника, опредфлить сторону одно- 
именнаго описаннаго многоугольника. 


Если предъилущее уравнен!е возвысимъ въ квадратъ 
и опредьлимъ изъ него а,, то получимъ: 


„ = у, 


7 

(ъ помощю этого выражения можно, по данной сторонв 
описаннаго многоугольника, опредфлить сторону одио- 
именнаго вписаннаго многоугольника. 

Чтобъ описать многоугольникь одноименный съ впи- 
саннымт многоугольникомъ АВСРЕЕ 
(черт. 185), можно также провести 
касательныя въ вершинахъ А, В, С.. 
вписаннаго многоугольника Много- 
угольникь А,В,С. П.Е, Е, такимъ 
С, образомъ составленный, будетъ ра- 
реа вноугольный, потому что веф углы 
Черт. 485. его имфють одинакую мбру ($ 97); 


а, 


й 
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слфдов. этотъ многоугольникъ, по 6 1928, будетъ пра- 
ВилЬныЙ, р 


$ 134. Задача. Удвоить число сторон правильнаго 
вписаниаю многоугольника. 
Рьшеше. Пусть будеть АВСРЕЕ (черт. 186) правиль- 
м вый вписанный многоугольникъ. 
в Опустимъ изъ центра перпендику- 
м ляры на стороны его, и продолжимъ 
ихъ до пересвчешя съокружностью; 
С точки пересфчешя М, М, Р, 0. 
соединимъ съ точками А, В, С, Г... 
Многоугольникъ АМВМС..., такимъ 
п образомъ составленный, имфетъ 
Черт. 186. вдвое больше сторонъ, нежели мно- 
гоугольникь АВСРЕЕ; а такъ какъ дуги АВ, ВС, СП... 
въ точкахь М, М, Р... длятся пополамъ (6 84), и 
АМ=МВ=ВМ..., то этотъ многоугольникъ будетъ рав- 
ностороннй, слбд., по & 19бельде. 4, правильный. 
Очевидно, что при удвоени числа сторонъ периметръ 
вписаннаго многоугольника увеличивается. 
Соединивъ центръ съ вершиною 4, находимъ изъ 
триугольника ОАМ ($ 59): 
АМ’ = ОА*-н ОМ —2 О0М.06; 


но изъ прямоугольнаго триугольника ОАС имъемъ: 
АВ* 


ов = Уба— аб: = \/ ол 
Вставивъ это выражеше въ предъидущее уравнеше, 
и замЪтивъ, что ОА = ОМ, находимъ: 


5: ЯВ 
АМ = ОМ: —2 ОМ Мое" 5 
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Означимь чрезъ п число сторонъ многоугольника 
АВСРЕЕ, чрезъ а, сторону его, чрезъ а,„ сторону мно- 
гоугольника АМВМС..., имфющаго вдвое больше сто-. 
ронъ, и чрезъ г радтусъ круга, тогда предъидущее урав- 
неше приметъ видъ: = 


а = 2 — 9 \/ а 


(Съ помощро этого уравненйя можно, по данной сторон 
вписаннаго многоугольника о ® сторонахъ, опредфлить 
сторону вписаннаго же многоугольника о 9 сторонахъ, 

Прилагая это выражеше нёсколько разъ сряду, полу- 
чаемъ послЪдовательно стороны многоугольниковъ, им ю- 
щихь 2л, 4и, 8л... еторонъ. Съ помощю же выраженя 
$ 130 можно опредфаить стороны соотвфтственныхь 
описанныхъ многоугольниковъ. 

$ 132. Злдлчл. Удвоить число сторон правильнаго 
описаниаго многоугольника. 

Рьшеше, Пусть будетъ АВСРЕР (черт. 187) правиль- 

л вме в ный описанный многоугольникъ. 
н\я  Раздфливъ дуги ТМ, МР, РО.... 
®, пополамъ, и проведя къ ихъ сре- 
сАинамъ С, Н, 4... касательныя, 
/ составимъ описанный многоуголь- 
‘а, никъ 1 абс4е]...., имъющ вдвое 
79 больше сторонъ, нежели много 
ОЗ) Угольникъь АВСРЕЕ. Такъ какъ 
Черт. 187. углы этого многоугольника имф- 
ють одинашя мЪры ($ 97), то онъ будетъ равноуголь- 
нымъ и, всафдетые этого, правильнымъ (6 128). 

Очевидно, что при удвоени числа сторонъ периметръ 

описаннаго многоугольника уменьшается. 


$ 133. Задлча. Опредьлить сторопу правильнао впи- 
санназо триугольника. 
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Рьшеше. Пусть будетъ АВС (чер. 188) равностороннй 
вписанный триугольникъ. Проведя да- 
метръ ВЁ и радусъ ОА замфтимъ, что 
лин В Едфлитъ уголъ В пополамъ ($126); 
волфдетве этого триугольники АВЕ и 
СВЕ равны, и линя ВЕ перпендику- 
- лярна къ сторон АС. Такъ какъ въ 

Черт, 488. прямоугольныхь триугольникахь АВЕ 
и АОЕ углы АВЕ и ОАЕ, какъ половины равныхъ 
угловъ, равны, то эти триугольники подобны, и потому 


АВ _ 40 ОНАВ = — 40 _ 0Е 
АЕ ОЕ; Но АЕ = = 5 д. ОЕЕЗ-= 5, 


т. е. радуеъ ОР дьлится въ точк Е пополамъ. 
ДалЪе изъ прямоугольнаго триугольника АОЕ нахо- 
АС 
димь: АЕ’ = А0* — ОЕ*, а таръ какъ АЕ = 5 ‚то, 0з- 


е з з 
р Я Е 
начивъ радусъ кругачрезъ ”, получимъ: 


Сокративъ на 4 и извлекая квадратный корень, нахо- 
димъ: АС = УЗ. 
$ 134. Зладлчл. Опредьлить сторону вписаниаго 
квадрата. 
Ришеше. Пусть будеть АВСР (черт. 189) вписанный 
а в Кпадрать и градусъ круга. Проведя да- 
и гонали АС и ОВ и замфтивъ, что они 
Кио взаимно перпендикулярны и дФаятся по- 
| 0х поламъ ($ 45), заключаемъ, что точка пе- 
ее х ресъчешя ихъ совпадаеть съ центромъ, 
Черт. 189. и что АОВ есть прямой уголъ; слЪдов. 
АВ* — АО ОВ*=9»*; и потому АВЕк У 9. 
Очевидно, что если проведемъ два перпендикуляр- 
ныхъ между собою даметра АС и ОВ (черт. 189) и сое- 
динимъ концы ихъ, то четыреугольникъ АВСО, такимъ 
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образомъ составленный, будетъ квадратъ, потому что 
стороны его, какъ хорды стягиваюция равныя дуги, бу- 
дутъ равны, и каждый изъ его угловъ, опираясь на д!- 
аметръ, будетъ прямой. 

Зная сторону вписаннаго квадрата, можно, съ помо- 
щю выражешя 6 431, послфдовательно опредзлить сто- 
роны правильнаго вписаннаго осмиугольника, шестнадца- 
тиугольника ит. д. 


$ 135. Злдачл. Опредьлить сторону правильнаго впи- 
сапнагю шест нуюодцника. 


А——В — Рьшеше. Пусть будеть АВСЬЕЕ (ч. 190) 
И \\ правильный вписанный шестиугольникъ. 
оединивъ центръ О съ точками А и В, 


60° 
й замфтимь, что  АОВ = зо =60°; 


Т сльд. сумма двухъь угловь ВАО:и АВО 
Черт. 190. равна 180° — 60" = 1200, а такъ какъ, 
волёдетв!е равенства сторонъ Од и ОВ, эти углы равны, 


ы 120° В 
то каждый изъ нихъ равенъ 0 = 60°. Изъ этого слё- 


дуетъ, что АОВ есть равностороний триугольникъ, и что 
сторона правильно вписаниаю шестиугольника равияется 
раднусу. 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что хорда равная рад!- 
усу, стагиваетъ дугу въ 60°, и что на всякой окруж- 
ности радусъ откладывается ровно шесть разъ. 

Зная сторону правильнаго вписаннаго шестиугольника, 
можно, съ помощйо выражения ($ 131), послЪдовательно 
опредфаить стороны правильнаго двфнадцатиугольника, 
двадцатичетырехъугольника ит. д. 


$ 136. Задлча. Опредълить сторону правильнаго впи- 
саниаго деслтиугольника. 
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з Рьшеше. Пусть будеть АВ (черт. 191) 
сторона правильнаго вписаннаго десятиу- 
гольника. Соединимъ центръ О’ съ точка- 
ми А и В и замтимъ, что Д. АОВ = 
360” 

Черт. 494, 10. 


АВО равна 180° — 36° = 144", а ть эти углы 


144° _- 
равны, то каждый изъ нихЪъ равенъ а =12. Если же 


— 36°. Сумма двухъ угловъ ВАО и 


линею АС раздфлимъ уголъ ОЛВ пополамъ, то дОАС= 
СА0С=36‘, и потому ОС=АС. Далфе, такъ какъ въ 
триугольникв АВС одинъ ‘уголь равеюъь 36° и другой 
790, то трей уголъ С будетъравняться 72°, слЪд. (АСВ= 
С. АВС = 79°, и потому АВ = АС = ОС. Замътивъ 
теперь, что лишя АС дЪлитъ уголь ОАВ пополамъ, на- 


ходимъ ($ 56): = = г или, замвнивъ АВ чрезъ ОС, 


А _0С ь 
имБемъ: С но ОС равняется сторон вписан: 


наго десятиугольника АВ, слфдов. сторона правильнаго 
вписаниаго деслтиугольника равилетсл большей части ра- 
Оуса раздълениаго вв крайнем и средиемь отношени. 


Если означимъ радусъ круга чрезъ » и сторону впи- 
г а 


саннаго десятиугольника чрезъ а, то -_— о; с0- 


ставивъ произведеше среднихъ и крайнихъ членовъ, 


находимъ: а* = * — а”, или а* + аг = г*, и отеюда: 
7” У Ей Рави У5—1 
=—— = 
ИВ 4 2 р 


Зная сторону правильнаго вписаннаго десятиугольши- 


ка можно, съ помощио выражешя $ 131, послфдователь- 
но опредфлить стороны правильнаго вписаннаго двадца- 


тиугольника, сорокаугольника и т. д. 
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Замьчанге. На основан!и"сказаннаго въ $6 134, 134, 135 
и 136 заключаемъ, что съ помопю линейки и циркуля 
можно построить: `4) правильный вписанный четыреу- 
тольникъ, слфд. и многоугольники 8,746.., сторонъ; 2) 
правильный вписанный триугольникъ и шестиугольникъ, 
слфдов. и многоугольники 19, 94. сторонъ, 3) пра- 
вильный вписанный десятиугольникъ, слфдов. и много- 
угольники 20, 40.... сторонъ. Можно также построить 
правильный вписанный пятнадцатиугольникъ (зздача 145), 
слЪдов. и многоугольники 30, 60... сторонъ. 

Гаусъ показаль возможность построешя, съ помощио 
линейки и циркуля, правильнаго вписаннаго семнадца- 
тиугольника и вообще всякаго правильнаго вписаннаго 
многоугольника ‘о 2” +1 сторонахъ, если только 97-1 
есть число первое. 


Задачи 


144. Вписать въ кругь радиуса = правильный пятиугольник 
и опредфаить сторону его. 

145. Вписать въ кругъ радуса х правильный пятнадцатиуголь- 
никъ и опредфлить сторону ого. 

146. Опредфаить радусь круга вписаинаго въ квадратъ, ес- 
ли радусъ описаннаго круга равенъ х. 

147. Опредфаить радгусъ круга вписаннаго въ правильный 
триугольникъ, если радусъ описаннаго круга. равенъ г. 

148. Опредфаить радгусъ круга вписаннаго въ правильный 
шестиугозьникъ, если радусъ описаннаго круга равенъ г. 
2149. Опредфаить радусъ круга вписаннаго въ правильный 
пятиугольникъ, если радусъ описаннаго круга равенъ г. 

150. Опредфаить радгусъ круга вписаннаго въ правильный 
десятиугозьникъ, если радгусъ описаннаго. круга равенъ х. 

451. Опредфлить сторону правильиаго двфнадцатиугольника 
описаннаго около круга радёуса г. 

152, Опредфаить сторону правильнаго двфнадцатиугольника 
описаннаго около круга радуса г. 


— 198 — 


133. Опредфлить стороны правильнаго восьмиугольника впи- 
усахг и ‘описаннаго около него. 


санпаго въ кругь раду 
454. Опредфлить рамусы круга вписаннаго въ квадрать и 


описаннаго около него, оси сторона квадрата равна а. 
455. Опредфлить радусы круга вписаннаго ВЪ правильный 


триугольникь и описаннаго около ного, еси сторона триу- 


гольшика равна а. 
456. Опредъаить радусы круга вписаниаго въ правильный 


шестиугольникъ и описаннаго около него, если сторона ше- 
стиугольника равна а. 
457. Опредфлить рамусы круга вписаннаго Въ правильный 


пятиугольникь и описаннаго около него, если сторона пяти- 


угольшика равиа а. 
158. ОпредЪлить рамусы круга вписаннаго въ правильный 


десятиугольникь и описаннаго, около него, если сторона де- 
сятиугольника равиа а. 

159. Опредваить радусы круга вписаннаго въ правизьный 
дьбнадцатиугольникь и описаннаго около него, если сторона 
дввнадцатиугольника равна а. 

160. Даны рамусы г и В круга вписапнаго въ правиль- 
ный многоугольникь И описаннаго око20 него, —опредфчить ра- 
дусъ круга, вписнанаго въ многоугольник того же периметра, 
но имющаго вдвое бол%е сторонъ и радгусъ круга описаннаго 
около этого многоугольника» 


ГЛАВА УИ. 


Измфреше площадей. 


ПРАМОЛИЦЕЙЦЫХЬ ФИГУРУ. НехотоРыя ИРЕДлО- 
АхЪ И ПРАВИЛЬНЫХЬ МНО- 


ИзмтРЕшЕ площал 
жЕшя 0 ТРИУГОЛЬШКАХЪ, ЧЕТЫРЕУГОЛЬИИЙ 
ГОУГОЛЬШИАХЪ. (Съёмка ПЛАНА. Задачи. 


Изифреше площадей прямолинейныхь Фигуръ- 


$ 137. Часть плоскости, занимаемая какою-нибудь фи- 


турою, называется площадью этой фигуры. Измърить 
ве съ другой извфетной 


площадь значитъ сравнить 
цу. За единицу площади 


площадью, принятой за едини: 
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приним 
Е площадь квадрата, котораго сторона равна 
‚ и эта площадь назыв 
[ ается квадра: й 
т и ратной вдииицею. 
дстве этого, измфрить площадь какой-нибудь ра 


гуры, значить найти 1 
. отношеше этой 
ратной единиц$. а 


Двф фигуры, я 
‚ имвюния равны: 
равновеликими. в плиощадил назызаючся 


Опредфлеше площадей прямолинейныхь фигу о- 
лоща, р 
фигуръ осн. 
вывается на елфдующемъ предложен: 


$ 138. ТеоРЕмл. Илощади двухь примоуюльниковь, 
!/. рямоу 


изиьющиль оди от ‚между о 
иная осповатшя, 
, 
. послтсл 0) соб. 


ЕЕ 


Положимъ, что АВС и АЕЕО (черт. 198) 
ы суть два прямоугольника, имфюшуе общее 
основаше АЛ); требуется доказать, что 


АВСП _ АВ 


т, 


АТВ 
Черт. 199. 'Доказ. Разсмотримъ два случая: 


т Е . Положимъ, что высоты АВи АЕ соизм\- 

ь что общая мфра АЁ содержится т разъ въ АВи 

АВ _т 

точк 1 я 

ыы и и и АВ проведемь линш паралаель- 

ее АР, то прямоугольникъ АВС раздт- 
‚ а прямоугольникь АЕЕЮ на п равныхъ 

АВСО 


п разъ въ АЕ, такъ чт 
› такъ что Е 
Ксли чрезъ всЪ 


прямоугольниковъ 43); сльа ге 

($ 43); сльдов. ЛЕРО = потому 
АВСР _ АВ 
ЗЕЕР АЕ" 2 
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‚в с 9-йслучай. Положимъ, что высоты АВи АЕ 
(черт. 193) несоизмфримы. Въ этомъ случа 
х 
=! С ивость про пи ИОроВНАВ 
з т справедливость пропорци черр = др 


можно обнаружить, доказывая, что отноше- 


1е АВР не можетъ быть ни меньше ни 
Ри ДЕР 


А 

Черт. 193. 
больше отношеня НВ 

“АЕ 

Въ самомъ дЪфлЪ, пусть м < . ВмывстодЕ 

возьмемь большую величину Аж, такъ чтобы: 
АВСО _ ав. 
АЕЕО — 

Раздьливъ линшо АВ на такое число равныхъ ча- 
стей, чтобы каждая часть была меньше Ел, найдемъ 
по крайней м$рф одну изъ точекъ длешя между Е 
и 2; пусть будеть М такая точка. Если проведемъ 
ММ параллельно лини АБ и замфтимъ, что, по по- 
строеню, линш АВ и АМ соизмфримы, то, по предъ- 


идущему, будемъ имЪть: 


АВСр _ АВ 
АММО — АМ 
Раздвливъ эту пропорцио на предъидущую, находимъ: 
АЕБ _ Ах 
АММО — АМ° 


й АЕЕРО 
Ноэтапропорщяне вЪрна, потомучто отнош. яимо< 4, а 


отношеше = >. Изъ этого слфдуеть, что допущеше 
АВСО _ АВ в й м АВСР „АВ 
ЛЕРО = до ИЛИ, ЧТовее равно, д пущен: ЯЕРБ<АЕ 


приводитъкъ противурЪчио, и потому оно не справедливо. 
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АВСО 
Подобнымъ же образомъ можно =—— 
Б р: мъ м доказать, что АЕБ 


АВ 
не можеть быть и больше Е’ АИЯ ЭТОГО стоить толЬ- 


ко вмфсто АЕ взять меньшую величину и повторить 
предъидущя разеужденя. 

И такъ, въ случаБ несоизм$римости, также какъ въ 
случаЪ соизм5римости, имфемъ: 

АВСР _ АВ 
АЕЕБ — АЕ’ 

Такъ какъ каждал изъ сторонъ прямоугольника можеть 
быть разсматриваема какъ высота, а перпендикуляр- 
ная къ ней — какъ основаше, то изъ предъидущаго 
предложеня слфдуетъ: площади прллоугольников», имтю- 
зщиль одипакя высоты, отиослтел между собою как 
осповашля. 

$ 139. Теорема. Площадь прямоуюльника равняется 


произведению осповашл на высоту. 
с. Пустьбудетъ АВСР (чер.194) 


в 
| мВ какой нибудь прямоуголь- 
ме а, никъ, котораго основаше 
| Е _— С АР означимъ чрезъ 6 и 
А. р з н высоту АВ чрезь й, и 
Черт. 194. ММРО квадратъ, котораго 
сторона равна единицВ; требуется доказать, что 
РЕ 6.1. 
ММРО 


„Доказ. Вообразимъ прямоугольникь ЕЁСН, котораго 
основаше ЕН равняется основано АЮ прямоугольника 
АВСЬ, и высота ЕЁ равна сторонф квадрата ММУРО; 
тогда, по предъидущему $: 

АВСР _ АВ ЕЕСН _ Ни 
ЕЕРСН ЕР" ММРО — 

Перемноживъ эти пропорци, находимъ: 

9 
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АВСР _ АВ. ЕН. 
ММРО — ЕР. ММ 
Но, по положению, АВ=А; ЕН=6; ЕЕ 
садов. 


авср, 
ММРО 
Такъ какъ при измврени площадей квадратъ ММРО 


= 6.1. 


принимается за единицу, то 
АВСО = 
Это значить, что число квадратныхь единицъ, заклю- 
чающихся въ площади прямоугольника, равняется про- 
изведенно основашя на высоту, предполагая, что осно- 
ване и высота выражены въ динейныхъ единицахъ, 
равныхь сторонф квадратной единицы. Это предложе- 
не выражается сокращенно такъ: площадь прямоуголь- 
пика равна произведено основаши па высоту. 
Положимъ напр., что высота прямоугольника АВСП 
А (черт. 195) содержить 5 дюймовъ, изображен- 
а ныхь частями Ва, аб, 0е, с@ и ЧА, а основаше 
с 
в 
а 


его 3 дюйма, изображенныхь частями В, 
{т и тС; тогда площадь прямоугольника АВОСЬ 
равна 3. 5 кв. доймъ = 15 кв. дюйм. Не 


©" Струдно удостовфриться въ справедливости это- 


в 
Черт. 495. " ы 
то Я, проведя чрезъ точки а, $, си а аиши па’ 


раллельныя сторон® ВС, а чрезъ точки [ и т лиши па- 
раллельныя сторон АВ; прямоугольникъ раздфлится та- 
кимъ образомъ на 15 равныхъ квадратовъ, изъ которыхъ 
кажлый представляеть квадратную единицу. 

Очевидно, что площадь квадрата, котораго сторона 
есть а, равняется а. а или а* велфдетые этого вто- 
рую степень какого нибудь количества называютъ ква- 


дратомъ. т 
Изъ сказаннаго сафдуетъ, что если отношеше двухъ 


динейныхь единицъ есть т, то отношеше тьхъ же 
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квадратныхь единиць будетъ т”. Такъ напр. отноше- 
в линейныхь единицъ: сажени и аршина, есть 3; 
отношеше же квадратной сажени и квадратнаго арши- 
на будеть 3* т. е. 9. 

$ 140. Творемл. Площадь чсякаю параллелограмма 
равилется произведешю оспованги на высоту. 
х._Ввм сПусть бутеть АВС (черт. 196) паралае- 

| лограммъ, котораго основан!е АР означимъ 
чрезъ 6, а высоту чрезъ 1; требуется до- 
казать что площадь параллелограмма АВСО 

Черт. 196. равна 0 1. 

Доказ. Если изъ точекъ А и Л возставимъ перпенди- 
куляры къ сторонз АБ и продолжимъ противуположную 
сторону ВС, то составитея прямоугольникъ АММО, ко- 
торый имфетъ съ параллелограммомъ АВСТ) общее осно- 
ваше и одинакую высоту; слфдов , по предъидущему $, 
АМИР = 6. 1. Но прямоугольные триугольники АМВ и 
РМС равны, потому что стороны АМ и АВ соотв 
ственно равны сторонамь ПМ и ПС, какъ параллели 
между параллелями ($ 37); еслиже къ каждому изъ 
этихъ триугольниковъ прибавимъ по площади АВМО, 
то найдемъ, что паралелограммъ АВСО равновеликъ пря- 
моугольнику АММО; слЪдов. 


АВСЬ = 6. №. 


Изъ этого предложеня слфлуетъ: 

1) Площади двухъ параляелограммовъ относятся меж 
ду собою какъ произведешя ихъ основашЙ на высоты. 

2) Площади двухъ параллелограммовъ съ равными ос- 
нованями относятся какъ высоты. 

3) Площади двухъ параллелограммовъ съ равными вы- 
сотами относятся какъ основан. 


4) Два параллелограмма съ равными основашями и вы- 
сотами равновелики. 
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$ 141. ТЕОРЕМА. Площадь триузюльника равняется 
половипь произведешя ето основашл на высоту. 
в в Пусть будеть АВС (черт. 197) какой 
и, нибудь триугольникъ, котораго основа- 
Абу С в:е АС означимъ чрезъ 6, а высоту вр 
Черт, 197. зрезъ й; требуется доказать, что пло- 


щадь триугольника АВС равна 


Доказ. Если изъ точки С проведемъ диню СЕ па- 
раллельно сторон АВ, а изъ точки В линю ВЕ па- 
раллельно сторон% АС, то составится параллелограммъ 
АВЕС, котораго площадь, по $ 140, равна $. №. Но 
такъ какъ триугольникъ АВС есть половина паралае- 


лограмма АВЕС ($ 44), то 
6.1 


АВС = 5 

Изъ этого предложешя слЪдуетъ: 

А. Триугольникъ есть половина паралаелограмма, имзю- 
щаго съ нимъ одинакое основаше и одинакую высоту. 

9. Площади двухъ триугольниковъ относятся между 
собою какъ произведен ихъ основашй на высоты. 

3. Площади двухъ триугольниковъ, имЪющихъ одина- 
кое основаше, относятся какъ высоты. 

4. Площади двухь триугольниковъ, ифющихь одина- 
кую высоту, относятся какъ оспованя. 

5. Два триугольника, имвюще одинаковое основаше 
и одинаковую высоту, равновелики. 

6. Площадь прямоугольнаго триугольника равняется 
половинЪ произведен!я его катетовъ. 

$ 142. Задач. Опредьлить площадь триуольника 

в по тремь даннымь сторонам во. 

Рьшеше. Пусть будетъ АВС (черт. 198) ка- 
с койнибудь триугольникъ; означимъ площадь 


А 
Черт. 198. В 


его чрезъь А и положимъ ВС = а; АС=Ь; 
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АВ = с. Проведя высоту ВО, находимъ изъ прямоуголь- 
наго триугольника АВЛ: 
В0: =‘АВ? — АБ: = < — АБ*, а изъ 

Ь три 
Е: 'риугольника 


6 с" 


я, ие ОЕ 
9 
<слВдов. 
ОЕ де ое), 
и г Их 


Замвнивъ разность квадратовъ чрезъ произведеше 
суммы на разность, находимъ 
в = [2е = (6 нс" — а*)] [206 — (6 с? — а*)] 
461 } 


Замфтивъ, что” 
Эс -н- (6°-нс* —а*) 


26е +6 с*—а* = (6-нс)* —а* 
== (б-нс-на) фе — а); 
95 — (6-0? — а) = 26 6—9°— с и 


= а — (6$ — ‹)* = (а-- 6 — с) (ан — 05), 
находимъ: 
во: — @+= 6-9 @-о—а) @+е—8) (+59 
46° # 
и отсюда 


вр Уа6-но6-не— а) (а —(а-6-—д. 
26. 
Опредливъ высоту ВГ триугольника, находимъ 


__ 46. ВО _14 
= Е ао--о(а+—в) (а) б-е—а). 


Съ помощио этого выражешя опредфляется площадь 
триугольника по тремъ даннымъ сторонамъ его. 

Это выражене можно представить въ другомъ видъЪ, 
означивъ периметръ триугольника чрезъ 2р, т. е. по- 
чоживъь ан с = 9р; тогда 
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ее -а=анье— 9а = р— 9а=2 (р— а}; 
ане—в даже — 96 = Эр — 6 =2 (р—0); 
асе аще 96 = Эр — 9% =2(р— 0), 
Вставивъ въ предъидущее выражеше площади три- 
угольника, находимъ; 
ОИ 
^=Урф-9@-—0@—9. 
$ 143. Творемл. Изощадь ‘трапещи равняется по- 
м в ©  иусумитпараллельньхь сторонь умное 
@, ожениой на высоту. 
Пусть будеть АВС (черт. 199) ка- 
Черт, 49 кал нибудь трапещя и СМ ея высота; 
требуется доказать, что площадь трапещи АВСО равна 
(АР -н ВО СМ, 
2 


'Доказ. Проведя дагональ АС и опустивъ изъ точки 
'А перпендикуляръ АМ на продолжене стороны СВ, на- 
ходимъ (6 141): 

ВС.АМ 
АД АС = ЕЕ 
Сложивъ эти равенства и замфтивъ, что АМ = СМ, и 


что А АСО -- ДАВС = АВСО, находимъ: 
АР. СМ ВС. АМ (АБ--ВС) СМ. 
= р 


и А АВС = 


АБ. СМ 
2 


АВСО = На 9 
Если чрезъ средину Р стороны АВ проведемъ ли- 
АР-- ВС 

нро РО параллельно сторонф А, то РО = —_— 


‚$ 46), льдов» 
АВСФ = РО. СМ; 
т. е. площадь трапеши равилется средией лише умно- 
оюенной на высоту. 
$ 144. Теорема. Площадь правильна многоуоль- 
пика равияетсл половииь произведеши периметра па 
«аповему. 
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Пусть будеть АВСРЕЕ (черт. 200) 
правильный многоугольникъ о 7 сто- 
ронахъ, Оего центръ и ОМ аповема; 

р требуется доказать, что площадь мно- 
гоугольника равна я ВС. —- 

® 

Черт. 200. „Доказ. Соединивъ точку О съ: точ- 

хами А, В, С, 0..., замвтимь, что триугольники АОВ, 

ВОС, СО... равны между собою ($ 126); но такъ какъ 

д воб = вс. ОМ ОМ, 


ЕЕ ТО АВСЬЕЕ = п ВС. = 
$ 145 Злдачл. Превратить мноюуюльиииь АВСРЕ 
(черт. 201) вв равновеликй три- 
угольниив. 
Рьшеше. Проведя дагональ АС, 
и чрезъь точку В линйо ВМ па- 
раллельно дагонали АС, продол- 
жимъ сторону ОС до персфченя 
съ лишею ВМ въ точкВ Г, за- 
Черт. 201. тЪмъ соединимь точки Аи Г. 
Триугольники АВС и АГС имбютъ общее основаше АС, 
и такъ какъ вершины ихъ Ви Г лежать на лини 
ВМ№ параллельной ихъ основанйо, то эти триугольники 
имфютъ также одинашя высоты, и потому они равнове- 
дики ($ 141 слЪдев, 5). Изъ этого слфдуетъ, что пяти- 
угольникъ АВСРЕ ровновеликъ четыреугольнику АТОЕ. 
Проведя затёмъ дагональ АП, и чрезъ точку Е ли- 
нно ЕР параллельно дагонали АО, продолжимъ сторо- 
ну СР до пересфченя съ лишею ЕР въ точк М, и 
соединимъ точки Ми 4; триугольники АБЕ и АМ 
равновелики, и потому четыреугольникъ АГОЕ равнове- 
ликъ триугольнику МАГ. 
Сколько бы сторонъ ни имблъ данный многоугольник, 
мы всегда можемъ, повторяя нЪеколько разъ подобное 


и 
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построеше, превратить ‘его въ равновелиый триуголь- 
никъ, потому что каждое подобное построеше превра- 
щаетъ многоугольникъ въ другой равновеликй много- 
угольникъ, число сторонъ котораго будетъ единицею 


меньше. 


$ 146. Чтобъ опредфлить площадь какого нибудь мно- 
гоугольника можно превратить его въ равновеликЙ 
триугольникъ и опредфлить площадь этого триугольни- 
ка. Но можно также разбить многоугольникь на три- 
угольники магоналями, проведенными изъ вершины ка- 
кого нибудь угла, или лишями, проведенными оть ка- 
кой нибудь внутренней точки многоугольника ко всвмъ 
вершинамъ его, и опредЪлить отдфльно площади веъхъ 


этихъ триугольниковъ. 


$ 147. ТкорЕмА. Квадрата, построенный па зипоте- 
пузь прамоуголинаго триузольника равилется сумлиь квад- 
ратовв построенных на катетахь. (*) 


(*) Это предложеше извёстно подъ назвашемъ: Пиодноровой 
теоремы, потому что открыше его приписывается Пиваюру. 
Оно называется также тар!" та{Йезеоз, потому что въ преж- 
нее время оно часто предлагалось въ Университетахь на ма- 
гистерскихъ экзаменахъ. Другое назваше его: Тльелит йеса- 
ото @дпит относится къ легендВ, что Пивагоръ за открыт!е 
этой теоремы приносъ музамъ Гекатомбу т. е жертву въ 100 
быковъ, 

Если два катета прямоугольнаго триугольника соотв®тственно 
равны 3 и 4, то гипотенуза будетъ равияться 5, потому что 
3°+4'=5". Этоть триугольникъ есть знаменитый Египетскй 
триугольникъ, въ которомь катетъ 3 означаеть Озиз, другой 
катеть 4 — 1315, а гипотенуза 5 — Ногиз. Вфроятно, что Пи- 
оагоръ въ своихъ дальнихь путешествяхь узналь оть Египет- 
скихъ жрецовъ объ этомъ триугольникв и что комбинащя чи- 
селъ 3, ф и 5 навела его на открыте общей теоремы: 


В Пусть будеть АВС (черт. 209) 
прямоугольный триугольникъ, 
5 АСТИ, ВВ5С и АРОВ квадра- 
ты, построенные на гипоте- 
нузВ и на катетахъ; требует- 
ся доказать, что 
АСТИ = ВВ5С -+ АРОВ. 
Доказ. Опустимъ изъ вер- 
шины прямаго угла перпенди- 
Черт. 209. кулярь ВМ на гипотенузу и 
проведемь лини СР и ВИ. Такъ какъ каждый изъ двухъ 
угловъ РАС и ВАЕ состоить изъ прямаго угла сложен- 
наго съ угломъ ВАС, то эти углы равны: кром того 
РА = АВ и АС = АП, какъ стороны квадрата; слёдов. 
триугольники РАС и ВАП равны ($ 15). Но триугодь- 
никъ ВАЙ и прямоугольникь АГМО имютъ общее осно- 
ваше АП и одинакую высоту АГ, и потому триуголь- 
никъ ВАЙ есть’половина прямоугольника АРМИИ ($ 141 
слдет. 1); равнымъ образом триугольникъ РАС и квад- 
рать АРОВ имвютъ общее основаше АР и одинакую 
высоту В4; и потому триугольникъ РАС есть половина 
квадрата АРОВ. Изъ равенства же триугольниковь ВАЙ 
и РАС сабдуетъ, что квадрать АРОВ и прямоугольникъ 
АТМО равновелики. 


Подобнымъ же образомъ можно доказать, что квадратъ 
ВЕ5С и прямоугольникь СЁМТ равновелики. Отсюда 
слфдуетъ, что сумма двухъ квадратовь АРОВ и ВВ5С 
равна квадрату АСТИ. 


Такъ какъ площадь квадрата, построеннаго на какой 
нибудь лини а, равняется алгебраическому выраженио 
а, то предложеше доказанное въ этомъ $ тождествен- 
но съ предложешемь доказаннымь въ © 58 спомощю 
пропорщональныхь линй. 
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$ 148. ТЕОРЕМА. Площади двухь триуюльниковь, 
нзиьющиле общей уголь, отпосятся между собою как 
проилведешя сторонв, заключающихь этоть 1045. 
Пусть будуть АВС и 


в 
— ЕЕ (черт. 203) два 
триугольника ‚ ИМЪю- 
И ще равные углы А и 
А 21 сом Е; требуется дока- 
Черт. 203. | 
АВС _ АС.АВ 


зать, что Тр рЕ- 

Доказ, Проведя высоты ВР и ЕМ, находимъ (6 141 
АВС _ АС.ВЕ и 

сле. 2) рр РЕВ: Но прямоугольные триугольни 

ки АВГ и ДЕМ, имъюпие по равному острому углу 

Аир б "В, ВА 

Аи РБ подобны, садов. 5. — Тр, 


Вставивъ въ предъиду- 


я ‚ВТ . АВ 
щее уравнеше вмфсто отношенй уу отношеше тр, 
находимъ: О АА, 

Аим: ФЕР о ОРЛЕ" 
$ 149. Творемл. Илощади подобиыжь триугольииковь 
относлтсл между собою как квадраты сходствениысь 


сторонв. 
Пусть будуть АВС и А,В,С, 
(черт. 204) два подобныхъ три- 


В 
Ь в, 
ИА угольника; требуется док. что 
ЕН С АВС _АВ* 
д 


сло с АВС, АВ 
Черт. 204. Доказ. Проведя высоты ВР и 
ВС АС. ВР 


: а НЪдет. 2). 
В.Б,, находимъ: л.с. В, ($ 141 саъдет. 2) 


Но изъ подобя триугольниковъ сл$дуетъ: 
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АВ ЕКО 48 _ ВО 
А.В. 4.6: А.В, — В.Б, 
Перемноживь эти дв пропорцш, находимъ: 


садов, 


А.В, С, — д, В. 
$ 150. ТЕОРЕМА. Площади подобных многоугольни- 
Кова относятся какь квадраты сходственнь:сь стороиъ. 
с ПустьбудутъАВСРЕ иА, В, С.Р, Е, 
м Я -—С, (черт. 205) два подобныхъ мно- 
Н гоугольника; требуется док., что 
О АВСЬЕ _ АВ: 


3. 


я Черт. 208) ИИ. 
. „Доказ. Проведя изъ точекъ А и 


А, дагонали КЪ ВСБАЪ вершинамъ многоугольниковъ, и за- 
мЪтивъ, что эти линш дДЪлятъ многоугольники натриуголь- 
ники соотвфтственно подобные ($ 64), находимъь (6 149): 
АВС ВС* АСЬ СВ: РАЕ ео 
А, В, С, ВС. 4.60. =бПв в — р 
Но ( '69) 17 С. С,0, Р.А, Е, Е,Б,* 


АВ _ _ Ср _ЕБ 
Есо-Ер: 
слЪдов. р ат 
АВС _АСЬ РАЕ дв: 
В.С, — А.С, = РлЕ, = А 
и отсюда: 
В О р к 
4, В.С,  4,С.Ъ, —= Р.А, В, АВЕ > 
или В 


АВСЛЕ _АВ* 
А,В,С,Р,Е, А.В, 
Изъ этого предложеня слфдуетъ: = 
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. 

1) Площади правильныхъ одноименныхь многоуголь- 

никовъ относятся между собою какъ квадраты радусовъ 
вписанныхъ или описанныхъь круговъ. 


2) Площади двухъ правильныхъ одноименныхъ много- 
угольниковъ, изъ которыхъ одинъ описанъ около кру- 
га, а другой вписанъ въ этотъ кругъ, относятся между. 
собою какъ квадрать радуса къ квадрату аповемы. 


$ 151. Теоремл. Миогоугольнике, построенный на ги- 
потенузь прлмоугольнаго триугольника, равень сумлиь по- 
добныжь ему миозоузольниковь, построенныхь па двухь 
катетахо. 
Пусть будуть АВС (черт. 206) прямо- 
угольный триугольникъ, Р, О и В три 
подобныхьъ многоугольника, построен- 
сныхъ на гипотенуза; и на двухъ катетахъ; 
требуется доказать, что Р = О-н В. 

„Доказ. По $ 150 имъемъ: 

0 вс: В дв: 


а РА ГР АО: 
О-В _ ВС*-- АВ 
сложивъ эти дроби, находимъ Ро = 4 но 


такъ какъ ВС* + АВ* —= 40°, то О-В =Р. 


$ 152. ТЕОРЕмл. Площадь какого нибудь описанназо мно1о- 
‘уольника АВСЬЕ (черт. 207) равняется половинь произведенёя 
периметра па радусв круш. Г 

А ХВ „Доказ. Соединивъ цеитръ круга О съ вер- 
й шинами описаннаго многоугольника, разд®- 

аимъ его на триугольники, которые имфютъ 

одинамя высоты, равныя радусу круга. 
С Если же означимъь периметръ многоуголь- 

ника чрезь р и рамуеъ круга чрезъ г, 


к. 
то АВСРЕ = 5. 


и 
Черт. 207. 
$ 153. ТЕОРЕМА. Площадь правильнаю вписаинао мною- 
улольника есть средияя пропорщгональная между площадями впи- 
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Е описанназо мнозоузюльниковв, импющихь вдвов мени 
'Доказ. Пусть будуть АВ. (черт. 208) сторона 
правильнаго вписаннаго многоугольника, имвю- 
щаго » сторонъ, и Е, площадь ‘его; СО сторона 
описаннаго многоугольника, имфющаго также в 
сторонъ, и-И, площадь его, наконецъ АЕ сто- 
рона вписаннаго многоугольника, имфющаго 2 
сторонъ, и Е‚„ площадь его; тогда 
р |, = и.АОВ — 9» АОЕ; 
Черт. 208. 0, =п.С00 =91.С0Е; Е,„ = 9п.АОЕ. 
По, по $ 141 саБдс. 4, я 
А0Е_ ОЕ. 40Е _ 04. 
АОЕ` ОЕ’ б0Е 0% 
ОЕ _ ОА АОЕ _ 40 


а такъ какъ 0Е-= 0’ 5 чоб= 50 


ди и знаменатоли на 2”, находимъ: 
Е. Е, 
ы „ О 
паи Е‘, =Е,. И, 


Помпоживт, числите- 


Е д 
что и требовалось доказать, 
Пусть будуть рии Р, периметры вписаннаго и описаннаго 
многоугольниковъ, имьющихуь я сторонъ, К аповема и * радусь 
круга; тогда ($ 144) 


К 

= 3; ЕР, Е. 
Перемиоживъ, находимь Е,. И, 2, 
р» К 


(6 129 садстве), отсюда К= Е ; вставляя, получимъ 
№ # 


г 
Е, И, =". р, 
а такъ какъ, по предъидущему, Е, И, = Е',„, то находимъ 
г 
Е," =". р, и извлекая квадратный корень, получимъ: 
Р.Г 
Ем ВЫ е › 


Т. ©. площадь правильнаю вписанназо многоугольника равна по- 
човииь произосдешл радиуса на периметр вписаииаю  мноло. 
Чпо-ьника, имьющаго вдоое менте сторонв, 
$ 154 ЗлдлчА. По даннымв четирема сторонаме опиеаинаго 
четиреуюльника опредълить площадь ело. 
В 


Риисе. Пусть будеть АВСо (черт. 
149) вписанный четыреугольникъ, и по- 
дожимъ АВ-а, АРВ, СО—енВб—а, 
Продолживъ стороны ВС и АВ до пере- 
сфчешя въ точкф Е, находимъ, что три- 
угольцики АВЕ и СВЕ подобны ($ 109); 

а 


сафдов. В 


Черт. 149 0бЕ с’ " ОТОЮда: 
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АВЕ—РСЕ _ а*— с АВСВ 


ми == = 


АВЕ — 


а 


АВЕ 
Но, по $ 109, в ва. 
АЕ + ВЕ = АЕ Е Е 


Сафдов. 


ъ+а аеньжа-а. 
ВВМ } 


а—с а—с 
а6 —4 _а(ачечна-в. 
АВ + ВЕ —АЕ ЕЕ Е 


5 а -- 4) _а(@-+6-+4—5), 
АВЕ АЕ = Ри 
а (6—4) _а(а-ь+е— 4) 
АВ АЕ — ВЕ а 


Всафдстве этого находимъ ($ 142): 

АВЕ У ева ааа Ванна) ао-с-4), 
ео) 

и потому 


‚ АВЕ= 


+Ч—е) акб —а). 
==1/, У (с--5--а—а) (а-е-+4—5) (а--4 с) \ ь ы 

5 БСТ ба $ 146 дая опредвленя площади много: 
осо } * ИН можио упо- 


ть и сабдующи, въ 
практическомь отноше- 
ни, болвеудобныйпр!емъ. 
и уеть деть 'АВСЬЕЕ 
(черт. 909 какой нибудь 
многоугольникъ. Проведя 
произвольную линно ЁМ 
1 опустивъ на нее пер- 
иендикуляры изъ вер- 
М шинъ вовхъ угловъ мно- 
гоугольника, находимъ: 


А ВВ, ВВ, + СС, 
ААВ Е, = —=—'.26, 
С, й 
сб, 1, р 
АА, + ЕЁ, 
ААВ Е, = = 


саЪдов. площадь многоугольника АВСРЕЕ Е 
Ор 288. 
ее ВВ 508, вс,- 02 рее, ] 


| И и 
уе, 
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Н®которыл предложеня о триугольникахъ, четыреугольни- 
кахъ и правильныхъ многоугольникахъ. 


$ 156. Когда три цфлыя числа могутъ быть приняты за сто- 
роны прямоугольнаго триугольника, какъ на пр. числа 5, $и3 
въ Египетскомъ триугольникв, то съ помощИио ихъ можно 
найти безчисленное ‘множество другихь цфлыхъ чисель, ко- 
торыя также могутъ представить стороны прямоугозьнаго три- 
Угольника. Въ самомъ дфдЪ, означая. чрезъ х произвольное цз- 
106 число, будешь имёть (5 г)* = (4*)* + (3 *)*, такъ что 8 ’, 
4 ти 3" могутъ быть приняты за стороны прямоугольнаго три- 
'Угольника, какое бы цфдое число г ни означало. Но кромВ пря- 
моугольнаго триугольника, котораго стороны соотвфтственно 
равны числамъ 5, 4 и 3, или пропорщональны этимъ числамъ, 
есть безчисленное множество прямоугольныхъ триугольниковъ, 
которыхъ стороны выражаются Цзаыми числами, ие имющими 
общаго множитеал. Таке триугольники называются Инесгоровы- 
‘ми или рацгопальными. 

Пусть будуть а гипотенуза, 6 и с катеты прямоугольнаго 
триугольника; опредфлимъ всв цфлыя значеня а, бис, удовае- 
творяюцщуя уравненно а* = 5* + с*. 

амфтивЪ, что с' = а* —6' = (а+6. а—ь и означивь 
чрезь ти п камя нибудь цфлыя Числа, положим 
ан =2т' на—6= 9"; 


находимъ 


4 т'п*, или с =9тл, 

Изъ уравнешй же а+5 = 9" и а— 6 —91* получаемь 
а=т" Ни’ иб =" — п'. Три выраженя: 

ат + п фт" — п", с = Эти, 

в которыхъ т и п означають совершенно произвольный Цлыя 
числа, представляютъ вс возможныя стороны. ивагоровыхь три- 
угольниковъ. Подставляя вмфсто жил разныя цфаыя числа, 
найдемъ соотвфтственныя везичины дия а, би с. Такъ на пр., 
принимая т =З ит =, позучаемь в = 13 б=бис= 43; 
очевидно, что 13* = 5* + 19*. 

Если положимъ п =1 и подъ т будемъ разумфть’ нечетнов 
Число, то, искаючивъ общ множитель 8, найдемъ 

т т' —1 


ЕЕ 2 
Это рьшене приписывается Пиевагору. 
Если же положимь п =1 и Зт = такъ что # будоть 
четное число, то 


«=(+)+вь (-): 4; =. 


Это рёшеше приписываетсл Платону. 
$ 157. Формула $ 142, выражающая площадь триугольника 
чрезъ три стороны его, 


у с=т. 


А= И Умное абс ао бе) 
< 10 
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была извфстна почти всфмь древнимъ пародамъ; по строгое 
доказательство ея мы встрёчаемъ въ первый разъ только въ 
гоодоз!м греческаго геометра Него изъ Александрш, (во вто- 
ромъ стоябти до Р. Х.). Вев древне писатели, касавшиеся 
этой Формулы, прилагали ее постоянно къ триугольнику, кото- 
раго стороны соотвфтственно равны 43, 44 и 15, и площадь 
котораго выражается цфлымъ числомъ 84. Но кромё этого три- 
угольника ость безчисленное множество ‘другихъ триуголь- 
никовъ, которыхъ стороны и площадь также выражаютея цф- 
дыми числами. 

Опредфлимь цфлыл значешя сторонъ а, 6 и с, при кото- 

рыхъ площадь триугольника выражается цфлымъ числомъ. 
Разумвя подъ а, Фи с цфлыя числа, положимъ: 
В-не—а ане-6_,, ао 

5 6 5 
ГАВ 2, , , и 6 означаютъ или цфлыя числа наи такя дробныя 


2, 


24; 


числа, при которыхъ произведен 2.ё,, 2.4, и 2.1, суть цвалыя. 
Саожншиуь эти уравнешя, находимъ: 
ачь-е 
2 = (инь -+ь, 


и вставляя въ выражеше площади триугольника, получаемь: 


д— Ма о. ао ае— 6. Ь+е—а 
8 г] 2 Г 
=Уб-+ьнь ны я 
Чтобы Л было чисао цфлое — выражеше иодъ радикаломъ 
должно быть полнымъ квадратомъ, а дя этого нужно, чтобы про- 
изведеше (и + -ц. 1.(, предетаваяло позный квадр: 
умпоженный на производителя (,, в. чтобы 
(и-еь 6). 14:4 }. 
гАЪ чрезъ { означаемъ какое нибудь 1 
(унь-и). в 


находим 


а изъ уравненй: 


Ье— 
ЕЕ а аа, 
получаем: 
(НЕ 5 (+1) 4,-2 
2. -а А. = т 
Е: (+ С еЩщны ев 
оС же + ЫЩЬ. 2 (ыы. 
ви за ВЕТ Ш. в 
(и 4). ^. 


Если эти величины а, фи с подставимь въ выражеше /, 
то подкорениаи величина обратится въ полный квадратъ. Но 
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такъ какъ Д, также какъ и а, фи с, по условно олжны быть 
Цфлыми, то, разсматривая &, иь какъ м а О 
2=-ё— 4. 1,; тогда \ 
а = (+) а; (а е= ча, (© 1..1). 
Эти выражешя, въ которыхъ 1, 1 и (, означаютъ произволь- 
ный цфзыя числа, представаяють общее рьшеше вопроса: опре- 
дЪлеше площади триугозьника въ цфлыхъ числахъ, 
Вставляя эти выражешя вмвсто а, ви с, находимъ: 
АНН. аа) ЕЙ В) 
Принимая на пр. #= 6; 4. 1, = 9, находимъ 
а=15; 6 = 14; д=84; 
принимая { =40. 1, =4; #, = 5, находимь 
29; 6 = 25; с =36; Д= 360; 
РА {, —=4, ‘находимъ 
@= 25; 6 = 94, с=7; АД = 84; ит. А: 
$ 158. ТЕОРЕМА. Если чроав какую нибудь точку О (черт. 910) 
в внутри триуочльнипа АВС и чрезв вершины 
Я А трезв у-100з его проведомб прллшил Аа, Ви Се 
(2 


принимая 


то будем импть сльдующел соотношения: Я 
^ 04 065 0 _, 04 08 0 
АХ о 
А. т. 04 08 06 
Черт. 210. ба "05" бе + * 


‚Доказ, 1) Такъ какъ, по $ 141 сафдетше 4, 
Да0б_0а _АвВоа 2 а0б+АВОа _ 0а 
А4аб да А АВа’ ^^ даб ЛАВа да 

ВОС_0а. 
А 4ВС 4а’ 
подобнымъ образомъ находимъ: 
2406 _ 05 АВОл 0 
А 48б ВЫ ’Л 48 бес ° 

Сложивъ предъидущия три уравненя, находимъ: 

0а_ 0 0с _ АВОС-+-Л 40С+-АВОА 


а *В6 + бе А 2Вб 
2) Замтивъ, что 


да 86+ бе =3, 


вычтемь изъ этого тождественнаго уравненя предъидущее 
уравнене; находимъ: — И 


да 88 + = 


°) Эйлер въ особомь сочинены разаиль какь эти три соотиошеши такъ п 
аналотчесяя ормуаы дзя сторическаго триугольшика, основываясь на поел\д- 
ному, равен, воторов доказызаеть с помощю  тригопомотрии, 


40* 
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0а О НО 
бла" 0В0ь бб" 


О я 


+ = = 
ОА 08,1 с, 


0 065 0" 
Ви яя ет то а В 
(6 1 ) а И ) то И О 4 ) 05 +1) 
ОА В 
= (6+1) (5+1) (+1). 


Раскрывъ скобки и сокративъ, найдемъ: 
04 08.06 _ 04,08 ,0С 9 
0а. 05. бе 00а 05 `0е Е 
$ 159. Задлчл. По трем даннымё сторонам триузольника 


опредълить радйусв описапназо около незо круга. 


ТРишеше. Пусть будеть АВС (черт. 214) какой нибудь три- 
В угольникъ, О центръ описаниаго круга, К ра- 
Мусъ его и А площадь триугольника. Но- 

ложимь ВС=а, 46 =Ь АВ =, и опу- 

0 стимъ изъ точки А перпендикуляръ АР на 
сторону ВС и изъ точки О перпендикулярт 

А; Е СОЕ на сторону Аб. Углы АОЕ и АВС равны, 
потому что имфютъ одинакую мфру — поло- 

—— вину дуги АС; слЪдов. прямоугольные три- 


Черт. 241. угольники АОЕ и 480 подобны, и потому 
4 ‘или У, саЪдоват. А) = ==. Замфтивъ, что. 
А= к ‚ находимъь А = ее и отсюда: 

д. 
Вставляя вмсто А Пе будетъ имёть: 


(ан + с) б-+е—а) (а-+е—5) (@+6 —‹). 
$ 160. Злдлч» Шо тремв даннымг сторонамв триуюльника 
А -3 в опредъьлить радйусё внутрепилло впи- 
сапнаю круга. 
Рилшеи. Пусть будетъ АВС (чер. 212) 
какой нибудь триугольникъ, О центръ 
внутренняго вписаннаго круга, г ра- 
‚мусъ его и А площадь триугольни- 
ка. Положимъь ВС=а, Аб=Ь, АВ=с, 
и соединимъ точку О съ вершинами 
трехъ угловъ триугольника. Замф- 
тивъ, что 


Ь.г с.г 
т; дб ="; 408 = 9, 


с 
| Черт. 249. 
й а.г 


сов 


находимъ: 
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СОВ + 40б-+ 408 = в+ь+‹) и 
а. 


или А = (ево) отсюда 
2^ 


ЕЕ 
а--ф-нс * 

Вставаяя вмЪсто А выражеше $ 142, получимъ: 

(@+о- о) 6 = са) ан. —8(@а+6—с). 


2 а-ь- с) 
Помноживъ ‚жонЕ 
аХодНие это выражошое на выражеше предъидущаго 6, 


Е 


Ве ме; 
| а-+-ь-с' 
раздфливъ, то выражешя, находимъ: 
„97 же—а ае—8 ачь—с 
а : ь з с 


$ 164. Задлчл. По 
$ , ЧА. трем дапнымь с: 
опредльнить радбусы тышииса пивные ника 
енёе. Пусть будеть АВС (черт. 943) к пибудь три- 
угольникь, О центръ однаго 
изъ вифшиихь виисанныхь кру- 
говъ, р радусъ его и А пло- 
щадь триугольника. Положим 
ВС =а; Аб=ь, АВ = с, и 
соединимь точку О съ вер- 
шинами Угловъ три: ы 
Е ‘риугольника. 


_—5е. <р 
О 4в0—ч; Вос, 


А. ЧН 
Черт. 213. 


и 40С-+- 480 — ВОС = А, 
то Д= (6 -+е—а) > и отсюда | 
а 2. 
Вставаля вмфсто А ОЕ ав, находимъ: 
Ре. 2 -= У“ -а б-е—а] (@-+ 0—5) (@+6— с] 
2 (6 -+е—а) Е 


Если чрезъ 
Ра И р; означи: } = 
пихь виисанныхь круговъ, о РаАГусы двух другихъ вишь 


= а 5= У о) б-ка) (+55 @+—9 
ыы 3 (а-=е—5 2 
А У ава бе) (ае—5) +80) 


в, = 
ож абс 


Сл ивъ три уравнешя Зе) 


находимь: 


И 


Л 
а такь какъ 27 ра а ($ 160), то 


Е Н 


” ре 
въ можду собой уравнешя: 
о ДУ И ур: м А 


ЕЕ ТР абс» 


= анонс, "^ бе, 
паходимь: Е 
ть в 23 = аеоко) ке) (а) (@+0—6) 
а такь какъ (6 149). 
(а=6--е) (ф-е-а аче— 
ТО Х.р.р-р, = А“ и отсюда 
А = Унр-ре, 
$102. Тковьмл. Коадратв, построенный на сумаиь двутс аи. 
состоитв изв суммы коадратовв, построенных ип о а 
илхб и удчоениазо прямоулоиника, В м Е ни 
кимь, Чт АС (черт. " 
и И АВИи ИС Тостроивъ на лини 
т ь АСквадра ъ АЕБС и` отложиуь на сторонё 06 
часть ОН=ВС, проведемъ линйо ЕН, параллель- 
но сторон АС и лииио ВТ паразаельно ст 
ив АЕ; тогда найдемъ, что квадрать АСБЕ ©о- 
стонлъ: 1) изъ квадрата АРСВ, построеннаго на 
лини АВ, 9) изъ квадрата @ШН, построеннаго на 
А В Олим ОН, пзи на рави Зин ВС, и и 
Черт. 244.  двухъ В Е ВСН@ и ВЕСЬ 
г кь изъ а АВ и ВС. и 
а па ИНО увть алгобраическому предзоженио: 
Е ее на разности дуть 
163 БОРЕМА, Квадрат, построенный х 
‘безв уовоеннаю прямоулольника, поетоленнам иль ри аш 
а © и о на лиши АС 
И АСОЕ и отдоживь на сторон оС 
часть ОН = ВС, проведемъ аинио НЕ параз- 
Нзельно сторон АС и зинно ВГ паразлельно сто- 
роиё АЕ; находимь, что квадрать_ м по 
строенный на разности двухь азии 46 и с, 
равенъ; 4) квадрату АСЬЕ, построенному на 3 о 
А в би АС, 9) безъ прямоугольника вСот, соста- 
ваениаго изъ лиШй АС и ВС и безъ равнаго ему 


а--—с =164*", 


п, 


= 


Е. 
Е 


Черт. 245. 
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прямоугольника ЕЕНР, и 3) сложенному съ квадратомъ @нрт, 
построеннымъ на лини ОН или на равной ей линш ВС. 
Эта теорема соотвфтетвуеть алгебраическому предложено: 
(@— 6) = а* —За6 + 5". 
$ 164. ТЕОРЕМА. Прямоуюльникв, основанёв которазо есть 
сумма и высота разность двухв данныхв дишй, раввиг разности 
каадратовг, построенных на этихв лишёлтв. 
‚Доказ. Положимъ что АС (черт. 216) есть сумма двухъ аи- 
и_ То нй АВ и ВС, а СН разность тфхЪ же ди- 
ий, такъ что АЕНС будеть прямоуголь- 
Н вихь, составленный изъ суммы и разности 
диШЙ АВ и ВС. Отложить на продолжен 
зиши СН часть НО = ВС, проведемь аи- 
| нИосПЕ параллельно сторонф АС и линио 
А. в с 201 парамельно сторонф АЕ. Такъ какъ, по. 
Черт. 246. построенйо, СО = АВ, то АРВ есть ква- 
дратъ, построенный на сторон 4В, и потому прямоугольникь 
АСНЕ равень квадрату АВЕ, безь прямоугольника ЕРСГ, 
сложенному съ прямоугольиикомь В@НС. Мо разность двухъ 
прямоугольниковь ЕЕСТи В НС ость квадрать СШН, построен- 
ный на лиши НД изи на равной ей лини ВС, потому что раз- 
ЕС и вв ияется лин СН, Сафдов. прамоуго. 
пикъ АСНЕ, составленный изъ суммы и разности двухъ лиш 


АВ и ВС, равенъ квадрату АЕ1В, построенному па сторон АВ, ь 


безъ квадрата @НО1, постросннаго на сторонф ВС. 
Эта теорема соотвфтствуеть алгобраическому предложенио: 
(@-+5) ==. 

$ 165. ТЕОРЕМА. Если на сторонах АСи СВ триуольника 
АВС (черт, 917) построим» какзв. 
нибудь параллелограммы АСЕС и 
ВОЁС и, продолжиае стороны 
ОЕ и СЕдо пересимешл изв вв 
точить К, проввдемв аиши АН и 
ВГ параллельыл м равныл СК, 
то параллелограмме АНИВ бу- 
деть рашенз сумм параллело- 
зраммоог АСЕб и ВОЕС. 

'Дказ. Продолживъ линйо КС’ 
до пересёчешя съ стороною НГ 
въ точкв Ми соединивъ точ- 
ку Н сь точкою С и точку А 
съ точкою К, замфтимъ, что 
АНСК есть паразлелограммъ. 


Черт. 347. 
Очевидно, что паразаелограммы АНМЕ и АНКС равновелики, 
потому что имфютъ общее основаше и одинамя высоты; а 


такъ какъ АНСК = ЛАСН и АСЕб =2 ААСК, то параллело- 
грамь АНСК равиовезикъ съ паразлелограммомь, АСЕб, а по- 
тому парамелограммы АНМЕ и АСРЕ равновелики. 
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Подобнымъ же образомъ доказывается, что параллелограммы 
1ВТМ и ВОЕС равновелики. СаФдов. параллелограммъ АН1В рав- 
плетсл сумы параллелограмовь АСЕб и ВОЕС. 

$ 166. Ткормл. Если изв какой иибудь точки, лежащей вну- 
три правильнало многоугольника, опустимв перпендикудяры па вст 
стороны ею, то сумма этихо перпендикуляров, дъленная на чи- 
сло стороив миозоуольника, т. в. средпял ариометическал из 
пижё, равилетсл аповемъ. й 

„Доказ. Пусть будеть АВСЬЕЕ (черт. 918) какой нибудь пра- 
вильный многоугольникъ, О его центръ,ё ОК 


„ кмв 
его аповема и Г какая нибудь точка, лежа- 
$ щаял внутри его. Если изъ точки Г опустимъ 
перпендикуляры на стороны многоугольни- 
г гу © ка, то площадь его будетъ равняться 
А [У Р Ви + №М-1Р-- Ю-В + 15). 
И Если же означимь чрезъ п число сторон 
Черт, 218. многоугольника, то площадь его выразится 
чрезъ РИА . Сравнивая эти два выражения площади много- 


2 
АВ ъ ‹ 
угольника и сокративъ на ->-, находим 


ТМ -- М 1Р-+ Ю-+-Щ+ 15 
КУ 
п й 

Это предложеше справедзиво и тогда, когда изъ точки, ле- 
жащей вн многоугольника, опускаются перпендикуляры па 
стороны его; въ этомъ случав нужно только брать съ отрица- 
тельнымь зпакомъ тё перпендикулиры , которые направлены 
извыв во виутрь какой нибудь стороны. 


$ 167. Задлчл. Опредилить триуюльникв, который 13 альт, 
равновеликииь св ним триуюльниковв и одинакало с5 пимь основа- 
шя импетв нанменьш!  периметро. 
Тишене Искомый триугольшикъ будетъ равнобедренный. Въ 
самомъ д.1, пустьбудеть АВС (черт.919) 
равнобедренвый триуго. ъ. Прове- 
дя чрезъ точку В линно №М паразмель- 
по сторопф 40, вообразимъ другой три- 
угольникъ АРС равновезиый триуголь- 
нику АВС и имфющИ съ нимъ общее 
М основаше #С Если изъ точки А опу- 
стимъ периендикуляръ на М, продол- 
жимъ сторону СВ до пересфчешя съ 
этимь перпепдикуляромъ въ точкв Е и 
наконець соединимь точки Е и 0, то 
найдемь, что прямоугольные триуголь- 
ники АВЕ и ЕВЕ равны, потому что 


с 
Черт. 219. 
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имыють общ катеть ЕВ и кромь того 2 ЕВА = ДВАС = 
2 ВСА = © ЕВЕ; слдов. ЕВ = АВ. 

Подобнымт же образомъ находимъ, что ЕП = 40. Но ЕР -+- 
0С> ЕС, а ЕС = ЕВ + ВС = АВ + ВС; сафдов. 49 + 0б> 
АВ + ВС, т. е. периметръ равнобедреннаго триугольника мень- 
ше периметра всякаго триугольника, имбющаго тоже основан!е 
и туже площадь. 


$ 108. Злдлчл. Опредьлить миотоузольниие, который изв 
осих5 одпоименныхе и раоповеликихв 65 нимб мноюугольниковё 
имюетё паииепьш периметрз. 


Рилиеше. Искомый многоугольникъ будетъ правильный, 
А. в 


Въ бамомь два, пусть будетъь АВСРЕЕ 
(черт. 920) искомый многоугольникъ, имвю- 
> щИ изъ всбхъ одноименныхъ и равновели- 
\\ ких съ пимъ многоугольниковь наименьший 

С периметръ. Соединимъ точки Аиб и про- 
ведемь линию ВМ параллельно лиши 4С. Если 
вообразимь триугольникь АМС, равновели- 
к триугольнику АВС, то периметръ триу- 
гольника АВС долженъ быть менфе периме- 
тра триугольника АМС, иначе многоуголь- 

а и никъ АВСРЕЕ имфль бы болышй периметръ, 

Черт. 220. нежели одноименный и равноведикЙ съ нимъ 

многоугольникъ АМСОЕЕ, что противно положению; изъ этого, 

сафдусть ($ 167), что АВС ость триугольникъ равнобедрен- 

ный и 4В — ВС. Подобнымь же образомь доказывается равен- 
ство другихъ сторонъ многоугольника АВСЬЕЕ. 

Углы миогоугольника также равны. Въ самомъ дав, если по- 
зожимь, что уголь Е моньша угла 0, то, продолживъ стороны 
ЕЕ и СО до пересфчешя въ точкё С, найдемъ, что въ три- 
угольникв ЕбР стороны СП и Еб лежать противъ неравныхь 
угловъ; сзфдов. СО > Еб. Если сдфзаемь СГ = Си СУ=СЕ, 
и соединимь точки Ё и М, то триугольники ЕбР и Г6М, имвю- 
ще общ уголъ между сторонами соотвфтственно равными, 
будуть равны; вычтя изъ этихл, триугольниковъ по СЕРМ, на- 
ходимъ, что триугольники ЁРЕ и ЮРМ равновелики, а такъ 
какъ кромф того, по построено, ГЕ=ЬМ и всафдстйе равен- 
ства триугольниковь ОЕб и М стороны ЕП и ГМ равны, то 
мпогоугольники АВСРЕЕ и АВСМЕЕ однопменны, равновелики 
и имфютъ равные периметры, что противно положенйо. Изъ 
уеть, что углы Е и Ш доажны быть равны. Подоб- 
нымъ же образомъ доказывается равенство и другихъ угловъ 
миогоугольника АВСЬЕЕ. И такъ искомый многоугольникь бу- 
детъ правильный. 


Е 


$ 169. ЗАДАЧА. Опредпьмть мноюуюльникв, который изв встав 
одноименных миогоуюльниковв, одипакаю св нимв периметра 
иметь наибольшую площадь. 
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. 
Рлзиене. Иском мпогоугольникь будетъ правильный. Въ 
А в самом дав пусть будетъ АВСЬЕЕ (черт. 994) 


М искомый многоуголынить, имьющи изъ вс 
одпонменныхь многоугольниковъ, одина 
съ шшгь периметра, наибольшую площадь. 
Если положимъ, что стороны АВ и ВС не 
равны, то пусть будеть АМС равнобедрен- 
ный триугольникъ, котораго периметръ ра- 
р^-х вен периметру триугольника АВС. По $ 167 
Черт. 294. площадь триугольника АМС болыше площади 
триугольника АВС, потому что равнободренный триугольникъ, 


равновеликй триуголы 


[= 


саЪи. многоугольники АМСЬЕЕ и АВСО ЕЕ одноименны и имфютъ 
больше втораго, что противно 
же 


одинакй: перимотрь, по первь 
положенио. Изъ этого сафдуетъ, что АВ 
образомь доказывается равенство и дру, 
Равенство угловъ миогоугольника АВСРЕР доказывается 
въ предъидущемь $. Положим'ь, что уго. мене угла 1, то 
можно, какъ вь предъидущемь $, провести линио М та 
что бы триугольники РРЕ и МРО были равновелики и сост 
вить такимъ образомь многоугольникь АВСМЬЕР одиоименный 
равновеликй и одинакаго периметра съ миогоугольниом 
АВСЬЕР, что противно положенйо; слёдов. углы Е и Р долж 
ны быть равны. Подобиымь же образомь обнаруживастся ра- 
венство и другихъ угловь. И такъ искомый миогоугольникь бу- 
деть правильный. 


ВС. Подобнымъ 
ъ сторонъ. 


(Съемка плана. 


к 170. Сиимать плань какой пибудь мёстности, значить изо- 
бразить на бумагв въ умоньшениомь видё зигуру подобную 
той, которую ипредставаяеть эта мёстиость. Съемка плана иро- 
изводится или съ помощио Астроллбии, или спомощио Меизуи. 
1. Положихь, что требуется сить иланъ съ мс 
щей  видъ  миогоугольшика 
АВСОЕ (черт. 993). 
Измвривъ мийи АВ, ВС, СВ» 
БЕ и КА и опредфливь, съ по” 
* мощио Астрозябш, у 
С, ВиЕ, проведемъ 
маг лин А, В,, со 
щую опредфаеныую часть 
иг 48, на ир. такую часть, 
чтобы лиш А, В, соде а столько же дюймовъ, сколько лиШя 
АВ содержить саженей; это отношеше двухь зиий АВ и А.В, 
составаиеть такъ называемый масштаб5 Плана. Въ точкЪ В, 
строится уголь равный углу В и откадывается лишя В.С, про- 
порщюональная по масштабу зиши ВС. Продолжая это построеше 
такимь образомь далфе, составимь миогоугольникь 4,8, С. .Е,, 
подобный миогоугольнику АВСЬЕ. 


Черт. 232. 


нику АВС, имблъ бы меныши периметръ; * 
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ВАС, ВАБ и ВАЕ; также углы Я.В, 
свенио равные угламъ АВС, АП ил 
иВ,С,, 4,0, ив, 


деревинной доски, поддерживаемой тремя нож: 
ной алидадото; на этой доскв патягивается чистый лист 
Чтобы снять съ помощйо меизулы планъ какой нибудь м1 
ги, 1 игуру АВСР (черт, 293), назначаемъ на 
поверхнасти зе: ую пибудь прямую линию ММ, воз- 
можно точифе оирсдфленную; этз прямая называется бази- 
г <омг. Проведя на мензулф РО прамую 
тп, составляющую ‘опредфаениую 
часть базиса ММ, устанавливаем мен- 
зулу такъ, чтобы точка т при- 
ходилась прямо надъ точкою М и ли- 
Шя тл быда направлена по лини № 
проводимь за ть съ помощио али- 
лады на мензу. изъ точки 22 прямыя, 
паправаенный ко всфмъ вершинамь 
А, В, Си игуры АВСО. Перенеся 
а потомь мензулу Въ точку М, устанав- 
|врт. 223. зиваомь со такъ, чтобы точка л пря- 
мо приходилась падъь точкою М и лиши ит была направаена 
по лиш МГ, и проводимъ за тёмь съ помощио алидады на мен- 
зуд изъ точки # прямыл, направяенныя ко всёмь вершинамь 
А, В, Си 0; пересфченя ь ини съ первыми опредфалт“ 
па м енз Фигуру ч6с4 подобную зигур® `АВСр. 
сли внутри мфстности 4ВСЬЕ (черч. 994.), съ которой нужно 
у снять план, находится точка 
‚ разстояшя которой отъ вер- 
шШиНЪ 4,В,С,ВиЕ или извфетны 
или легко могутъ быть опредф- 
лены, то дая бъемкизпаанауста- 
навливають мензулу въ точкв 
О и, проведя па ней съ помощио 
О прямыя 
В,6,0 и Е, 
адывають на этихь лияхъ 
сли Оа, 0, 0е, 04 и 0е со- 
тственио пропорщеназьныя 
разстоянимъ О4,ОВ, О С,ОПиОЕ; 
тогда па мензув получится Фиг. 
афе4е подобная фигур АВСЬЕ. 
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Когда нужно опредфлить величину площади какой нибудь мь- 
стности, то, снявши планъ ея, разбиваемъ его па триугольники 
и опредфаяемъ площадь каждаго триугольника отдфльно. За 
тЬмь, сложивши всв площади триугольниковъ, находимъ въ 
сумм площадь разсматриваемой м5стности, выраженную въ 
квадратныхъ одипицахт масштаба. Положимъ, на пр., что по при- 
нлтому масштабу каждая сажень представляется однимъд юймомъ, 
и что въ планф какой нибудь мёстности оказалось 4000 квадр. 
дюймовъ, тогда площадь этой мёстности содержитъ 1000 квадр. 
сажень. 


Задачи. 


161. Опредфаить геометрическое мфсто вершинъ равновези- 
кихъ триугольниковъ, имъющихь общее осиовашо. 

162. Опредваить площадь параллелограмма, котораго основа- 
ше равно 248, 14 Ф. а высота равна 85,6 1 

163. Опредфлить площадь триугольника, котораго осповаше 
равно 324,5 Ф. а высота равна 85,6 Ф. 

164. Опредфлить площадь трапещи, которой паразлельныя 
стороны равны 94,5 х. а высота равна 15,3 Ф: 

165. Опродфаить площадь триугольника по данному периме- 
тру его р и радусу г виисаннаго круга. 

166. Построить триугольникъ по данной площади его А", од- 
ной сторон а и противуположному ей углу 2. 

167. Провести между сторонами угла динйо данной величи- 
ны, которая отсвкала бы отъ угла триугольникъ, равновелик 
данному квадрату. 

468. РаздЪаить параллелограммь АВСЬ на двф части въ от- 
ношени т: п лишею, параллезьною данной прямой ММ. 

169. Построить квадратъ равновелимй двойному дапиому 


квадрату. 
170. Построить квадратъ равноведиюй половинё  даннаго 
квадрата. 
471. Построить квадрать равновеликй данному паралао- 
зограмму. 


473. Построить квадратъ равновезикй даниому триугольнику. 

173. Превратить триугольникъ, котораго основаше равно & 
а высота равна й, въ равновеликй ему триугольникъ, имБющй 
данную высоту Н`или данное основаше В. 

174. Построить квадрать равновели) суммБ ифсколькихь 
квадратовъ, которыхь стороны суть а, 6, с... 


— 157 — 


475. Построить квадрать равновеликйй разности двухъ квад- 
ратовъ, которыхъ стороны суть а и 6. 

176. Опредфлить построешемъ квадратный корень изъ 454. 

477. На зиши ЁМ найти такую точку, чтобы разность квад- 
ратовъ разстоянй этой точки отъ двухъ данныхъ точекъ Аи В 
равнялась данному квадрату 4". 

178. Опредфаить таши двф линш, чтобы сумма ихъ квадра- 
товъ равнялась данному квадрату А и прямоугольникъ, изъ 
нихъ составленный, быль бы равновеликъ прямоугольнику, ко- 
тораго основан!е есть & а высота 7. 


479. Построить квадрать равновединй 3 даннаго квадрата. 


480. Раздфаить триугольник® на т равныхь частей лишями, 
проведенными изъ вершины его. 

181. Построить квадрать равновеликй данному многоу- 
гозьнику. 

‚189. Даны два подобныхъ многоугольника, —опредфлить тре- 
т! многоугольник имъ подобный и равновеликЙ ихь сумм. 

183. Построить многоугольникъ подобный данному многоуголь- 
нику и относящийся къ нему какъ т: п. 

184. Даны два многоугольника, — построить третй! многоуголь- 
пикъ подобный одному и равновеликй другому. 

185. Найта ДВ диши, которыхъ отношеше равнялось бы от- 
ношенио двухъ данныхъ квадратовъ. 

186. Стороны триугольника соотвфтственно равны 65 х,, 9х. 
и 10 %.; опредфлить площадь его. 

187. Опредфаить площадь трапеши по даннымъ четыремъ 
сторонамъ ел а, 6, си4, предполагая, что аиб суть оя парал- 
чельныя стороны. 

488. Раздфлить триугольникь АВС пополамь зишею, пер- 
пендикулярной къ одной изъ сторонъ его. 

489. Раздфаить триугольникъ АВС пополамъ лишею, проходя- 
щею чрезъ точку 0, лежащую на сторонё АС. 

190. Внутри триугольника АВС найти такую точку, чтобы 
прямыя, проведенныя отъ этой точки къ тремъ вершинамъ 


4, В и С, раздфлили триугольникь на три равиовеликихь три 
угольника. 


‚491. Внутри триугольника АВС найти такую точку, чтобы ли- 
ни, проведенныя отъ этой точки къ тремъ вершинамъ 4, В и- 
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С, раздваили триугольпикь па три триугольшика, которыхъ 
площади относились бы какъ т: п; г. 
192. Раздфлить триугольникъ пополамъ лишею параллельною 


основанйо его. 

193. На лиши а построить ирямоугольникъ равновелиюй дан- 
ному прямоугольнику, котораго основаше есть 6 а высота /, 

194. По данному периметру р построить прямоугольникъ, 
равновелиюй данному квадрату А". 

195. По данному периметру р построить прямоугольникъ 
равновеликй данному прямоугольнику. 

196. Данную зинйо р раздваить на дв части такъ, чтобы 
прямоугольникъ, составленный изъ всей линйг и одной части 
ея, быль равновеликъ данному квадрату &*. 

197. По данной разности 4 между основашемъь и высотою 
построить прямоугольник равновеликй ‘данному квадрату А". 

198. По данной гипотенуз$ а построить прямоугольный три- 
угольникь равновеликйЙ данному квадрату &". 

199. Провести чрезъ вифшнюю точку А сёкущую къ кругу 
такъ, чтобы сумма квадратовъ внутренней и вифшней части ея 
равнялась данному квадрату’ /". 

200. Построить триугольникь по тремь даннымъ высотамъ 
его 1, Л, и л,. 

201. Въ триугольникв, котораго основаше есть $ а высота 
й, вписать прямоугольникь равновеликЙ данному квадрату. 

209. Опредфлить площадь правильнаго двфнадцатиугольника 
вписаннаго въ кругъ радуса *. 

203. По данной сторон правильнаго триугольника, пяти- 
'угольника, шестиугольника, десятиугольника, двфнадцатиуголь- 
ника, опредфаить пзощади этихъ многоугольниковъ. 

. 204. По данной площади А* вписаннаго квадрата и правиль- 
‘наго вписаннаго шестиугольника, опредфалить площадь описан- 
паго квадрата и описаннаго шестиугольника. 

205. Провести чрезъ точку 0, лежащую внутри угла АВС, 
прямую, которая отефкалабы отъ угла триугольникъ, равно- 
велик данному паразлелограмму. 


ГЛАВА УШ. 
Опредфлен!е окружности и площади круга. 


О предвллхь. ОпредьлЕИиЕ окРУЖШости и площади круга, ПвАдрА- 
Тува круг. ГипокраТОВА лупочка. Опредьлеше площади крРИволи- 
пеЙныхъ Фигуръ. Задачи. 


О предфлахъ, 


Х $171 Опредьлеше окружности и площади круга, равно 
как вычислеше длины и площади какой нибудь кривой 
чинш, основывается на особомъ способЪ, который на- 
зывается способомь предьловь. 

Есть два рода величинй: величины перемъиныя и ве- 
личины постолиныя. Когда величина измфняется, уве- 
личиваясь или уменьшаясь, она называется перемьпною; 
когда же она сохраняетъ одно и тоже значене — постоли- 
пою. Напр. даметръ въ данномъ круг есть величина 
постоянная, потому что всяюй даметръ, какое бы ни 
имвль онь положещше, имфеть всегда одну и туже ве- 
личину; напротивъ того, хорда есть величина пере- 
мЪиная, потому что съ перемьной ея подоженя из. 
мБняется и величина ея; произведенше же отрзковъ 
хордъ, проходящихъ чрезъ одну и туже точку внутри 
круга, будеть величиною поетоянною, потому что иро- 
изведеве это` одинаково для вебхъ хордъ, проходящихъ 
чрезъ эту точку. Подобнымь образомь углы какого ни- 
будь триугольника суть величины перемфнныя, иотому 
Что съ измфнешемъ вида триугольника измьняются и 
Углы его; но сумма вофхъ трехъ угловъ триугольника 


нае еже 
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есть величина постоянная, потому ‘что, какого бы вида 
не былъ триугольникъ, сумма эта остается неизмнной. 

Когда перемБнная величина, измфняяеь, приближает- 
ся безпредфльно къ постоянной величин, такъ что раз- 
ность между ними можетъ быть сдфлана какъ угодно малой, 
то постоянная величина называется предюломь перемви- 
ной. Напр. сЪкущая, по мврё сближешя между собою 
двухъ точекъ пересвченя, приближается безпредфльно 
къ касательной; по этому касательная есть предълъь сф- 
кущей, когда точки пересфчешя ея сближаются. Раввымъ 
образомъ дробь 0,9999.... безпредьльно приближается 
къ |, по мёрь увеличен числа десятичныхь знаковъ, 
и по этому 4 есть предфлъ дроби 0,9999... 

Одно приближеше перемфнной величины къ постоян- 
ной не достаточно для того, чтобы принять постоянную 
величину за предфль перемфнной; необходимо для это- 
го удостовЪриться, что сближеше происходить неогра- 
ниченно, т.е,, что разность между перемённой и постолн- 
ной величиною можеть быть сдЪлана менфе вслкой ве- 
личины. Напр. дробь 0,9888. по мБрз уведичешя 
числа знаковъ, приближается также къ 1; нотвмъ неменве 
{ не есть предфлъ ел, потому что разность между ни- 


Че 
ми остаетсл всегда больше 90; величина, къ которой 


дробь 0,9888..... безпредвльно приближается есть 
во. и потому эта дробь есть предфлъ дроби 0,9888.... 


Перемънная величина, которая имЪфетъ предбломъ 
нуль и неограниченно приближается къ нему, называет- 
ся величиною безкоиечио малою. Напр. разстояше двухъ 
точекъ пересьчешя съкущей, когда она приближается 
къ касательной, есть величина безконечно малая; рав- 
нымЪъ образомъ. разность 1— 0,999... есть величина без- 
конечно малая. 
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Если чрезъ а означимъ предфлъ какой нибудь пере- 
мфнной величины и чрезъ 2 разность между ними, то 
перемънную величину можно представить въ видф а-г-ах. 
Очевидно, что =, означал разность между перемённой ве- 
чичиною и ея предфломъ, есть величина уменьшающаяся 
и безпредфльно приближающаяся къ нулю; саЪдов. 2 
есть величина безконечно малая. 


У $ 172. ТЕОРЕМА. Если деь перемьипыл величины при 
веьжь своижь измьнешизь равны между собою, то равны 
и предълы ить. 

Пусть будуть а-+жи ф-ну дв перемфнныя вели- 
чины, которыхъ предфлы суть аи 6: положимъ, что 
а-—-2 = 6-ну; требуется доказать, что а = 6. 

„Доказ. Замвтимъ, что а ие можеть быть меньше 6. 
Въ самомъ дфаВ, если а <35, то, означивъ разность 
$ —а чрезъ 4 и предетавивъ уравнеше а-н ж = 6 -н-у 
въ вид 2 —у=ф— а, найдемь х— у =; велбд- 
стве этого разность между хиу должна оставаться по- 
<толнио равной конечной величин 4, слЪдов. хи у 
не могли бы безпредфльно уменьшаться, ‘а это противно 
предпологаемому свойству величинъ 2 иу. 


Къ подобному же противорфчно приводить предполо- 
жеше а>> 5. И такъ а должно равняться 6. 

$ 173. ТЕОРЕМА. Если де перемьнныя величины, при 
чеьхь свонаа изльневять сохраплють между собою 
одио и тоже отношеше, то вь толь же отношеше бу- 
Эуть и предпия ить. 

Пусть будутьа = хи 6 -+ у двф перемьиныя величи- 
ны, которыхъ предфлы. суть а и 6: подожимъ, что 


Е 
отношеше -—— есть постоянная величина; требуется 
6 у 


а— 
доказать, что К 1. 
6 у Й 
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ат эт 
. Положимъ ——— = —, разум6я подъ тип 
Доказ. Полол ЕЕ п › Разум 


каюя нибудь постоянныя количества, тогда 
ап’ по = бт + ту. 

Такъ какъ ап -= и2 есть перемфнная величина, ко- 
торой предъль равенъ аи, а бт--ту—перемнная ве- 
личина, которой предълъь равенъ т, то изъ равенства 
перемфиныхь величии, по предъидущему $, слбдуетъ 


а т . 
ап = фт, или == Сравнивая эту пропорцю съ 
в 
ах т т ах а 
| = »› находим =—. 
пропорщею —— ув и Е т 


Х $ 174. Теорема. Площадь круга сстьпредьо площадей 
правильныаь списаииыжь и описаниихь многоугольников, 
когда число сторонь ижо иеозраниченио увеличиваетсл. 


Доказ. Очевидно, что площадь круга больше площади 
вписаниаго и меньше площади описанпаго многоуголь- 
ника, потому что площадь вписаннаго многоугольника 
есть часть площади круга, аплощаль круга—часть пло- 
щади описаннаго многоугольника. Но разность между 
площадями вписаннаго и ойисаннаго многоугольниковъ 
безпредфльно уменьшается при увеличеши числа сто- 
ронъ и можеть быть сдфлана менфе всякой величины. 

Въ самомъ дЬль, пусть будеть АВ 
(черт. 225) сторона правильнаго вписан- 
наго многоугольника и ОР радусъ пер- 
пендикулярный къ ней. Такъ какъ СО = 
в02—0(=4А0—0С, и АО ОС АС, то 

(< АС, т. е. разность радиуса и апоос- 

Черт. 925. лы мешье половины овороре ‚мпогоугольни- 
ка. При послёдовательномь удвоеши числа сторонъ 
центральные углы постепенно уменьшаются и могутъ 
быть сдфлавы произвольно малыми, сафдоват. и сторо- 
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ны мпогоугольника безпредфльно умепьшаются ип могутъ 
быть сдланы менфе всякой величины, а такъ какъ, 
по доказанному, разность радуса и апооемы менфе по- 
ловины стороны, то изъ этого слфдуетъ, что эта раз- 
ность, при послЪфдовательномь удвосши числа сторонъ 
многоугольника, безпредфльно уменьшается. Если же оз- 
пачимъ чрезъ и площадь правильнаго вписаннаго и чрезъ 
С площадь одноименнаго описаннаго мног—ка, чрезъ 
” радусъ круга и чрезъ а аповему, то ($150 слбдс. 2) 
. 
1 = чаши, вычтя обБ части этого уравнешя изъ 


единицы: 


Такъ какъ при послфдовательномь увеличеши числа 
сторонь многоугольниковъ, по доказаниому, а неопре- 
ДФленно приближается къ”, то изъ этого уравнешя 
слфлуетъ, что разность 0—и безпредвльно уменьшается 
и можеть быть сдфлана мене всякой величины. От- 
сюда мы заключаемь, что чрезъ послфдовательное увели- 
чеше числа сторошъ, разность между илощадями круга 
и вписаннаго многоугольника, равно какъ и разность 
между площадями описаннаго многоугольника и круга, мо- 
жетъ быть сдфлана менфе всякой величины и потому 
площадь круга есть предфлъ площадей иравильнаго вии- 
саннаго и описаннаго многоугольниковъ, когда число 
сторонъ ихъ безпредфльно увеличивается. 

Предаожеше это выражается иногда и такъ: круг» 
есть правильный многоугольниеь съ безконечиымь числомо 
сторонь. 


Х $ 175. Теоркмл. Окружность есть предьив периме- 
тровь правильнаю виисапиаго и описаинагю многуюльни- 
ковь, кода число сторонз иль ивограпииепио ‘увеличивается. 


11* 
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„Доказ. Изъ прелъидущаго ® слфлуетъ, что при но- 
степенпомъ упеличенши числа сторопъ, вписанные и опи- 
санные многоугольники приближаются къ совпаденйо съ 
кругомъ; слфдов. и периметры ихъ приближаютея къ 
совпаденйо съ окружностью круга. 

Но при удпоеши числа сторонъ периметръ вписаннаго 
многоугольника увеличивается ($ 131), а периметръ опи- 
сапнаго уменьшается ($ 132); садов. периметръ опи- 
вапнаго многоугольника приближается къ совпадение съ 
окружностью уменьшаяеь, а периметръ вписаннаго при- 
ближается къ совпаденйо съ окружностью увеличиваясь. 
Изь этого слфдуеть, что окружность круга больше ие- 
риметра випсаниаго и меныме периметра описаннаго 
многоугольника, 

При постопениомъ же удвоеши числа стороиь раз- 
ность межлу периметрами вписаниаго и ониезинаго 
многоугольниковь пеограниченно уменьшается и можеть 
быть сдфлано менфе всякой величины. Въ самомь дЪлф, 
пусть будеть Р периметрь описанпаго и р периметрь 
одноименнаго вписаннаго мпогоугольшиковъ, 2 ражусъ 
круга и а анаеема, тогда (6 1929) 


Такъ какъ, при постепениомь ‘упеличени числа сто- 
ронъ, разность ^ — а, по предъидущему $, безпредфаь- 
но уменышается, то изъ этого уравненй елдусть, что 
и Р-р можеть быть сдЪаано менфе всякой величииы. 
Отеюда заключаемь, что чрезъ постепенное увеличе- 
ше числа сторонъ, разность между окружностью и пе- 
риметромь виисаннаго многоугольника, равно какъ и 
разность между периметромъ описапнаго миогоугольни- 
ка и окружностью, можеть быть сдфлана меньше всякой 
величины, и потому окружность есть предфаъ периметровь 
правильныхь описаниыхь и виисаиныхь миногоугоь- 
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виковъ, когда число сторонъ ихъ неограниченно уве- 
личивается. 


Опредфлене окружности и площади круга. 
Х $176. ТворЕма. Окружиости круговь относятся како 
радусы или дгаметры ить. 

Вообразимъ два круга, радусы которыхъ пусть бу- 
дуть ги №, а даины окружностей С и с; требуется 
доказать, что ей ай 

с 2г 

`Доказ. Положимъ, что въ этихъ кругахъ виисаны 
два правильныхъ одноименныхъ многоугольника; озна- 
зивъ периметры ихъ чрезъ Рир, находимь ($ 199) 

РИ 
рати 
ио такъ какъ окружность есть предфлъ виисанныхъ мно- 
тоугольниковъ, то ($ 175). 


Ши 
с г 


Представивъ эту пропорцио въ видф 
бе 
2—2’ 
заключаемь, что отношене окружности къ даметру есть 
число постолииое, одинакое дая всзхъ круговъ. 
Это поствянное число условились изобразить грече- 
<кою буквою т, такъ что 
С 
28 
Число т есть число ирращональное, и потому не мо- 
жеть быть опредфлено съ точностйо; приближенная 
величина его есть: 3,14159.... (см. $ 179). 
Х $ 177. ТЕОРЕМА. Дамна окружности равияетея ра- 
Э1усу умпожвенному на Эт. 
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Пусть будуть С длина окружности и П ея радуеъ; 
требуется доказать, что С = В. 


[й 
Доказ, Изъ уравнешя предъидущаго 6: эв= 


ходимь С = т В, что и требовалось доказать. 

Съ помощю этого уравнешя опредЪдяется длина окруж- 
ности, когда радусъ ея извфетенъ, при чемъ длина 
окружности будеть выражена въ тЪхъ же линейныхъ 
единицахъ, въ которыхъ выражается радгусъ, 

Опредълеше длины окружности въ линейныхъ едини- 
цахъ называется сылрлиленеи» окружности. 

Если въ уравненш С тП примемь Д=1, то 
С = т; это значить, что т есть длина окружности, по- 
торой радуев равень 1. 


‚ на- 


Пзъ уравненя С = 9тЁ находимь В = [3 


помощио этого выраженя можно опредвлить радгуеъ 
круга, когда извфстна длина окружности. 

$ 178. Злдлачл. Опредюлить длипу дуги, содержащей 
п градусовь. 

Рьшеше. Пусть будетъ $ длина дуги, содержащей я’, 
и Прадусъ круга. Такь какъ длина всей окружности равна 


28 
2т [, то длина каждаго градуса ея будетъ 360" Потому 


2=В. п 
360 
Длина дуги, опредфленной съ помощо этого уравненйя, 


будеть выражена въ т5хъ же линейныхъ единицахъ, въ 
которыхъ выражается радусъ (. Опредфяене дуги въ 


линейныхь единицахъ называется выпрямлешеи ел. 
Изъ предъидущаго уравненя находимъ: 
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съ помощио этого выражешя можно опредфаить, число 
градусовъ, содержащихся въ дугв данной длины и дан- 
наго радгуса. 

Если изъ вершины угла, содержащаго то, опишемь 
радрусами Д и г дуги и означимь длины отихъ дугъ 


2". п 
чрезь 5 и $, то, по предъидущему, 5 = 360 и 
Этг. в 5 В 
$=5560’ слбдов. = = Т.е. дуги, соотвьтествую- 


ийя одному и тому же центральному угу, относятся 
‚между собою какь ихь радиусы. 

$ 179. Задача. Олредючить отиошеше окружности 
ке дгаметру, т, е. число п. 

Рьшеше Въ $ 177 мы нашли, что Эт есть длина окруж- 
ности, которой радбусъ равенъ 1, и потому опредвлеше 
т приводится къ опредфленю окружности, которой ра- 
дусъ есть 1. 

Для приближеннаго вычисления такой окружности, озна- 
чимъ чрезъ а,, а,., аз... стороны правильныхъ впи- 
санныхъ многоугольниковъ о 6, 19, 24... сторонахъ, а 
зрезъ 6,, в.., 6,;... стороны соотвзтетвенныхь описан- 
выхЪ многоугольниковъ, и вычислимъ периметры этихъ 
многоугольниковъ. 

Такъ какъ радусъ круга равенъ 1, то ($ 135) а, =4, и 
периметръ вписаннаго шестиугольника равенъ поэтому 6. 

Далбе, по & 124: 


а\я 1—9 = У 


= У — 3 =0,517638..., 


слфдов. периметръ вписаннаго двфнадцатиугольника ра- 
венъ 6,211657.. 
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Такимъ же образомъ находимъ 


.. 


ее . 
= \з — Иа — “ = 0,065438.... 


ит. д. 
Соотвётствующе периметры будутъ: 
6,265257...; 6,278700...; 6,282064... ит. д. 
Затвуъ вычислимь, по формул56 430, стороны 6, 6,, ве 
описанныхь многоугольниковъ; находимъ: 


ЦЕ ме 1.154700... 


4— 


— 
4 
= = 0,535898..., 


|: у о 


, = 0,263294..., 


= 0,131087..., 


“5 


= 0,065479... 


6,5 и ГВ 


4 
ит. д. 
Соотвётствующе периметры будутъ: 
6,928200; 6,630776; 6,319056; 6,299476; 6,285430; ит.д. 


— 169 — 


Для большей наглядности помфщаемьъ результаты вы- 
численй въ слдующей таблиць: 


Число сторнь | Пориметрь вмисаннаго | Периметрь описашиаго 
многоугольника. миогоугольшика, многоугольника, 
6 6,000000 6,928200 
42 6,211657 6,630776 
24 6,265257 6,319056 
48 6,278700 6,292176 
96 6,282064 6,285429 
192 6,282905 6,28374.6 
384 6,283115 6,283326 
768 6,283168 6,283220 
1536 6,283 81 6,283194 
3072 6,283184 6,283187 


Изъ отой таблицы видно, что разность периметровь 
описанныхъ и вписанных многоугольниковъ постепен- 
но уменьшается по мёрф увеличешя числа сторонъ, и 
что разность периметровъ многоугольниковъ о 3072 сто- 
ронахъ уже менфе 0,00004; слфдов. и разность между 
этими многоугольниками и окружностью круга будетъ 
меньше 0,00004; а такъ какъ окружность разсматрива- 
емаго круга выражается чрез 2т, то 

2т — 6,28318 или т = 3,14159, 
съ точностью 0,00004. 

Греческий Геометрь Архимедъ, ограничиваясь вы: 

числешемъ периметра многоугольника о 96 сторонахъ, 


нашелъ для п отношене — = 3,1428, вЪрное до 0,01. 


Это отношеше, во многихъ приложеняхъ, имфетъ доста- 
точную точность. 
Адр!анъь Мецш, живций въ концё 16 стольия, нашелъ: 


ЗБ 
ЕЕ ИЗ = 3,1415990, 
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вЪрное до 0,000001. Отношене это, отличаясь значи- 
тельной степенью приближешя, представляетъ, кром 
того, ту выгоду, что легко ‘удерживается въ памяти, 


4 Е 
особенно если представить его въ видф ==113:355.") 


$ 180. Ткоремл. Площадь круза равпа квадрату ра- 
Огуса, умножениому па т. 

Пусть будетъ В ращусъ круга и К его площадь; тре- 
буется доказать, что К = жЁ*. 

‚Доказ. Означимъ чрезъ с окружность круга и чрезъ 
МиР площадь и периметръ какого нибудь правильнаго 
описаннаго многоугольника, Если & есть разность между 
площадями описаннаго многоугольника и круга, такъ что 
И—К=а, и В — разность между периметромъ и окруж- 
ностью, такъ что Р— С = В, то х ив, при постепен- 


номьъ увеличеши числа сторонъ многоугольника, будутъ 
Р» 
безпредфльно уменьшаться; но, по $ 144, Ио» 


а такъ какъ МЕК--хи РЕ С-н В, то 


+= (С-В 


э- 


(*, Только около конца 16-го стольлйя число т было опредф- 
чено съ такою точностью, которая не только 'удовлетворяла 
всёмъ требовашямъь практики, но и далеко превышала ихъ. 
Францъ Вйета вычислиль п съ 40 деслтичными знаками, съ по- 
мощио многоугольниковъ о 393216 сторонахъ, за тёмъ Адр!анъ 
Ромень, опредфлиль п съ 45 десятичными знаками изъ много- 
угольниковъ о 251658940 сторонахъ; наконець Лудольрь изъ 
Кельна опредфаиль сперва п съ 20 десятичными знаками изъ 
многоугольниковъь о 32919954720 сторонахъ, потомъ даже съ 
35 десятичными знаками, Величина, полученная имъ дая т есть: 
п = 3,14159265358979323846264338327950288. . 

По желанио Лудольа число это поставлено на его надгроб- 
номъ памлтникЪ; потому оно и называется Чудольфовымв чи- 
слов. 

Шеиксь (ЗВапкз) вычислить я съ 530 деситичными знаками. 


в 

Въ этомъ уравнени К-наи _ означаютъ двё 

‚ ВС 
перемфнныя величины; постолнныя же части К и 59 
будуть предфлы ихъ; слфдов. ($ 172) 
к—0А 
==5>, 
т. е. площадь круга равилетсл. окружности, умложенной 
па половину радгуса. 

Это выражеше площади круга можно получить впро- 
чемь прямо, разсматривая кругъ ‘какъ правильный мно- 
гоугольникь съ безконечнымь чиеломъ сторонъ, 

Замътивъ, что С = 918 (6 177), находимъ К=тА?, 
что и требовалось доказать. 

Сь помощю этого уравнешя опредваяется площадь 
круга, когда ращуеъ его извфстенъ, при чемъ площадь 
круга будеть выражена въ такихъ квадратныхь едини- 
цахъ, въ какихъ линейныхьъ единицахъ выражается ра- 
радусъ В. 


Изъ уравнешя К = «Ё*, находимь В = У =, съ 


помощио этого выражешя можно опредфлить радусъ 
круга, когда извфстна площадь его. 

Изъ уравненя К = тА* сафдуеть, что площади кру- 
товъ относятся какъ квадраты ихъ радусовъ. Въ са- 
момъ дфлЬ, пусть будуть К и К, площади двухъ кру- 
говъ, В и А, ихъ ращусы, тогда К = «А? и А — Вт 
слБдов. 


Не 
РЕЙ 


Х $ 131. ТеорЕмА. Площадь сектора равплетел выприм- 
иной дунь вю, умпомевииой па половину радгуса. 
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Пусть будеть 5 площадь сектора АОВ 
(черт. 296), В радусъ круга и з длина 


дуги АВ; требуется доказать, что 
р В 
А в 5—:№ 


9 
Черт. 296. 
Доказ. Замфтивъ, что площадь круга относител къ 
площади сектора какъ окружность круга къ дуг секто- 


ра, находимъ пВ*; 5 = 91:8, и отсюда 5 5. 


д 5.8 
Изъ уравненя 5 = —5 СлБдуетъ, что идощади секто- 


ровь одинакиль радйусовь отиослтел какв дуги ито. 


Если означимъ чрезъ п число градусовъ, содержа- 


2т В. 
щихся въ дуг в, и замбтимъ, что $ = ты ($ 178), 


то получимъ 5 =: 


Изъ этого уравнены слфдуетъ, что площади сскто- 
ровв, содерэюащиже одинаков число градусовь, относятся 
како квадраты ихо радгусовь. 


$ 182. Теоркмл. Ифуг, котораго даметрь равепь 
випотенузь прлмоугольнаю триугольника, равповеликь 
сульиь круговь, Фаметры которыжо суть катеты этого 
триуольника, 

„Доказ. Пусть будетъ а гипотенуза, 6 ис катеты ка- 
кого нибудь прямоугольнаго триугольника, Р площадь 
круга, имьющаго даметръ а, Ои К площади круговъ, 
имфощихь даметры би с; требуется доказать, что 
Р= О-В. 

Доказ. По $ 180 имъемъ: 


в==(#) ==" [9 = т: 


отсюда О-В а такъ какъ, по свой- 


ЦЕ ; 
ству прямоугольнаго триугольника ($ 147): а*—=0 
ря 


то О-В ==, и потому Р= О-н К, 
Квадратура круга. 


$ 183. Подъ квадратурою круга разумиютъ задачу, состоя- 
щую въ опредфлеши квадрата равновезикаго кругу: 

Рашеше этой задачи, съ помощио вычисаеши, пе представаяеть, 
пивакого затруднеши, потому что, означая радгусъ круга чрез 
и сторону равновезикаго ему квадрата чрезъ 2; имфомъ 
2* == пВу садов. 


2=Вут. ВУ 3,1415926.... = А. 1, 


24513..., 


гочною точностью. 

По обыкновенно, разумиоть подъ квадратурою круга ио- 
строешо кпадрата, равиоведикаго кругу, употребляя для этого 
й Въ этомъ смыслЬ квад| ратура круга 
у что нельзя построить иррацюнальное чи- 
сло т, она при томь и безполезна, потому что, какъ сказано, 
можно всегда съ достаточною точностью опредфаить сторопу 
квадрата равповезикаго данному кругу. *) 


*} Множество попыток, сдЪланиыхь для нахождени к дратуры —по- 
пыток, сопржашиихся съ бозьшою тратыо врехени м уметветиыкь спать, 
продали этому вопросу бозышую извьстиость. Чтобь остановить безполезиыи 


паъискани па этому ‘предмету, тченишя учрождеши согласились ие прии- 
мать, раземотрие микавихь разсужленй, отиосящихея къ этому вопросу, 
п ото рышеше имфаю жезаемый усшаъ: пвадратурою круга стали занимитьей 
съ Пат поръ гораздо ме 


Подобиую же участь, как кпадратура круга, изза залача: раздиьить дан 
па три равных частн. Эта за ожетть быть разруиие 
змотримескить постровийвуь. Тм пе мефо опа состапаиза продметь многочиь 

паИЙ тоомотровъ дренияго и новаго премени. Монтиукла вт, 
Ной 4е5 геейегеев Зиг |а дпафгайиго фи сегейе, сообщаеть въ 
прибаюзей: тавже псторйю трисен шута. ПВеф изыекани объ этомь попрос®, 
приводятся, кавъ ву квадратур® круга, только кь приближении рлиенйиьгь. 


Есаи въ безконечно писходищей прогрсеси = 48... по- 


ЕЙ 


дожииь 4 = —_, то паходимь 


34 4`4 4 
это выражоше показывасть какимь образ сию, чрозь последовательное 
драоше угловь поно уушть бодфе изи мене прибзижениое раздваено 
дапиаго угаа иа три равиыя чабти. Трисокиии угад можеть быть разрбшена и. 
мощи высшей Геометри, ша пр. чрез пересфчеше вруга_съ параболою; ибко- 
торые же частпые случаи, па пр. льзеше прямаго угаа ина три равный часты 
(за; › могуть бить решены и элехеитарной Геомегиею. 
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Хотя квадратура круга ость задача певозможная въ строгомъ 
смыслф, однако м жно рёшить ве приблизительно и притомъ 
съ такимъ приближенемъ, которое боле нежели достаточно дая 
воБхъ приложен. 

й ЗЕ Га 
Изъ уравненя =* = кВ! находимъ === и отсюда слф- 

В 
дуотъ, что сторона квадрата равновеликаго кругу, есть сред- 
няя пропорщюнальная между окружностью и половиной ра- 
дуса; слфдов. вопросъ объ опредфленй 2 приводится къ на- 


хожденио прямой линйг равной окружности. пли къ опредфае- ` 


нйю прямой равной 91, если радусъ круга примемъ за единицу. 

Предлогаемъ здфсь нёкоторыя приближенныя рьшешя этой 
задачи. 

1. Сумма сторонъ равиосторонняго триугольника и ‘квадрата, 
вписанныхь въ кругь радбуса единицы, ‘приблизительно рав- 
няется т. Въ самомь /ф2Ь сторона виисаннаго триугольни- 
ка ($ 133) равна Уз, а сторона вписаннаго квадрата ($ 134) 


равна /З; но УЗ -+ \/З = 3,148....; сабдов. сумма этих 
Авухъ сторонъ равняется п съ точностно 0,01, т. е. съ точ- 
ностью отношешя, найденнаго Архимедомъ. 

2. Принимая радусъ круга (черт. 227) равнымъ 1, прове- 
демь дамстрь АВ и отложимъь хорду 


А РАС=1. Опустивъ перпендикуляръ О@ 
|8 на хорду АС и проведя къ точь А 

О касатольную А, отложимь на ней часть 
о СЕ = 340 =3 и соединимъ точки Е и 

В, тогда лишя ЕВ равняется т съ точ- 

: ностью 0,0001 *), Въ самомъ дЪав про- 

В ведя линио ПТ параллельно лини: СЕ, 

Черт. 997. находимь, что прямоугольные триуголь- 


пики 40Е и БОН, имфюце общ уголь О и равные гипоте- 
нузы, равны; садов. ДН = АЕ = >. Изъ подобя же триуголь- 


. ОИ 0 
ник, САО и ОНО паходимь: 0—6 =: “м ВА. бА = РЕН 
по этому 4" = 60*—4 =4 С4* —1, ши 464" = 64° +1, 


4 
3. Дазбе 


и отсюда б4* 


ЕВ"АВ" + АР = 9" + (3 — 46 = $43 — | 
6 ш в 
ба 
я З уз, 


:) Это постровше принадлежить Позьскому 1езушту Коханекому (1685); ошо, 
отличается ты, что дфдается одитиь раскрыпемь цирку 


=4-+9 + 


поэтому 
т уе, Уз=У 980 — 314533; 


сафдов. п==ЕВ съ точностью 0,0001. 

3. Принимая радусъ круга чер. 998) равнымъ 1, продолжимть д1а- 
с метръ АВ и про- 

водемъ къ точкь 

В касатольную, 

на которой от- 

ложимь — часть 


1 
вС— 3,60 =1 
в сов Е исЕ= — бо- 


Черт. 293. 
едпнивъ точки Е и 0 съ центромь, дфлаемь Вб = Ор, и про- 


т ВЕ 
ведемь линйо СЕ параллельно лиши ОЕ, тогда —- равняется 


41 
5 бе. 
Далфе, изъ подобныхъ триугольниковь СЕВ и ОЕВ находимъ 
ЕВ 


<8=08› и отсюда 


уве ЕВ. бВ.: 13 УЧ. 3 /16-=249,08304507 6,28318309; 


ов [г 25 
поэтому —3,141509; саЪдоват. 5 — т съ точностью 0,000001. 


Это построоню опредфаяеть п съ такою же точностью какъ 
отношене Мец. 


4. Яковъ Гельдеръ, Прозессоръ въ Лейденф, даль слфдую- 
щес построеше л, оспованное на отношенйи 13° 


Зам . Принявъь рад 


:) Это построеше принадлежить Шлехту. 
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дусъ круга (черт. 229) равпымъ 1 и проведя два между со- 
—^ бою перпендикулярныхь маметра АВ 
№) 
Е, и СК, отложимъ на радгусь ОА часть 
7 
ис а т 01=--и соединимь точки Ри С. 


Если отложимь на лини бО часть 
у „, опустимъ перпендикуляръ ЕС. 
в на д’аметрь СК, соединимъ точки Си 

Черт. 229. Л и проведемт линно ЕЕ параллельно 

линш СО; наконецъ, продолживъ д'аметръ К@, отложимь на 
иемь @Н = СЕ и К! = ОК; тогда лишя НГ равняется т съ та- 
кою же точностью какъ отношеше Меци. Въ самомъ дЪлБ, изъ 
подобныхъ триугольниковь С0О и СЕС, находимъ О = во 


(2. 

а изъ подобныхъ триугольниковъ СОС и СЕЕ нмфемь 0 = 65 
бЕ'_ 6Е } 

перемпожал, находимъ РТВ со у но 


ь т 7), 7 
вЕ='/; 60' = р0* + 60* = (=) += 


саЪдов. 


60, 6Е' _, 8" 4? 
60" чт 7+8, 
и потому я. 
Ш = вГ-- Нв =3 + СР += 133 * 


5. Принимая радусъ круга (черт. 930) равнымъ единиц, 

ТА. проведемъ даметръ АВ и 

2 въ точ А касательн: 

на радусв ОВ отл 

часть ОС= '/, и опишемъ 

ох изъ С, радусомь равнымь 

с 4, окружность, которая не- 

в ресъчетъ касательгую АЙ, 

положимъ, въ точкв 0. 

Черт. 230. Если соедипимь точки В и 

1) и положимь, что линя ВП пересфчеть окружность въ точ- 

гда лишя АЕ будетъ сторопа квадрата равновеливаго 
кругу АЕВЕ сь точностью 0,0001 (°). 


Въ самомъ дфлв АЙ" = ОС — 46" 


бе 


В1* = АВ" - 40 =4$ + 


*) Это построеше принадаежить Зопией. 
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Но прямоугольные триугольники АВЕ и АВО, ихьюнуе обнуй 
АЕ" _ АО 


уголъ В, подобны, сл$дов. 9 = ВО ИАН дру Вр И потому 
АВ". АП* 40" _ 4.597 2108 
АЕ" Вр'` = 4 вт 671 6 = 314158. Слёдов. 


АЕ т =съ точностью 0,00001; а такъ какъ площадь круга 


АЕВЕ равна, то АЕ“ равняется площади этого ы 
ностью 0,0004. } ни а 


$ 184. Гинпократова луночка Пипща Нурросгаиз). Вписавъ въ 
кругъ [МУР (черт. 931) квадрать АВСО и построивъ на каждой 
в Е ИЗЪ сторонъ его по полукругу, получимъ 
хигуру, ограниченную съ одной стороны 

кругомъ ГММУР, съ другой четырьмя полу- 
кругами, описанными на сторопахъ квадра- 
‚ та. Эта Фигура называется Гилнократовой 
луночкою. Площадь этой луночки равна пло- 
щади квадрата АВСО. *) Въ самомъ дЪ- 
и 4%, основывалсь на томъ, что площади кру- 

и о х ГовЪ относятся какъ квадраты радгусовъ или 
Черт, 23. д!аметровъ, находимъ, что полукругь АЕВ 
относится къ полукругу АВС, какъ АВ* къ 40"; а такъ какъ 
АС* = АВ* + ВС’ = 8 АВ", то полукругь АЕВ равенъ полови- 
н® парта АВС или квадранту АОВГ. Если же отъ поду- 
круга АЁВ и квадранта АОВГ отнимемь по сегменту АРВ, 
то ‘иайдемъ, что часть АЕВГ, луночки равняется АОВт с, четвер- 
той части квадрата, саЪдов. вся луночка равна всему квадрату. 


$ 185. Опредьлеше площади криволинейные фшурв Пусть бу- 
в детъ АВСЕ (черт. 933) хигура, огра- 
ниченнал кривыми лишими АВ, ВС, 
А СЕ и ЕА. Дая опредфаешя площади 
ел проведемь произвольную линйо 
[ ОХ; эта линя называется осью, а пер- 
б пендикуляръ, опущенный изъ какой 
нибудь тои кривой на я 
ы -Х натою. Проведя ординаты у, 
ая СР и ЕО м зы точекь пересь" 
Черт. 232. чешя послфдовательныхъ кривых ди- 

нШ, видимъ, что площадь АВСЕ выразится разностью. 


*(МАВМ--МВСР) — (МАЕО + ОЕСР). 


Е 


о 


:) Злизч. Это преожеше, содержащее точную кпалратуру кривозинейной 
зшгуры, приписывается Греческом: Геомстру Гипиократу изъ Хса (450. 
до Р. Х.)- Поль именемь лупочки разумвють вообще гуру, ограниченную 
двумя дугами, обращениыии въ одну сторлау. 

42 
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Когда ось пересёкаетъ *игуру, то площадь @вя выразится 
суммою трапеций. 


Изъ ‚сказаннаго слБдуетъ, что опредфлеше площади +игуры, 
ограниченной какими нибудь кривыми линйями, приводится къ 
опредленно площади, ограниченной двумя орданатами АМ и ВМ 

тав (черт. 233), осью ОХ и 

р 5] кривою АВ. Точное рзше- 

А с не этого вопроса пе веег- 

да возможно, даже съ по- 

мощИио высшей математи- 

ки; но можно опредфлить 

0 х площадь по приближенио 

съ желаемой точностью. 

меае Е9м Раздьлимъ линно ММ на 

Черт. 233. значительное число рав- 

ныхъ промежутковь Ме, с4, 4е.... [9, 9№; пусть будетъ длина 

каждаго изъ нихъ 4, а число всфхь промежутковъ п. Проведя 

ординаты Сс, В4, Ее... замьтимь, что осли точки А, С, 0,.. 

весьма близки между собою, то дуги 4С, СБ, ОЕ... будуть 

мало отличаться отъ прямыхъ лиий, и вся кривая АВ близко 

подходить къ миогоугольнику, проходящему чрезъ точки 4, С,0. 

6,8. Означимъ площадь, ограниченную этимъ многоуголь 

комъ, чрозъ М и ординаты АМ, Сс, В4,... Е, ба, ВМчрезь у,» 
У, У Ува Ува У» ТОГДА 


м- (у. +.) 5 + (инки, ) 9+ (ик, 5 


(учи, ) ф+ (ника, 


= (4% 
= о У... + У Уф 


У, 
= (мучни ни, ни, ини И) а. 


Такъ какь М приблизительно равняется площади, ограничен- 
ной кривою 48, то мы заключаемъ, что пчощадь, ограниченная 
клкой нибудь кривой, равилется, приблизительно, промеокутиу между 
дум посльдовательными ордииатами, умиоэкенному на сумму 
вспьев ордипатв У мешыисниую полуразностью крайних ординат. 
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Задачи. 


906. Опредфлить отношеше двухъ центразьныхъ угловъ, ко- 
торыхъ дуги суть в и &,, а ращусы л и *.. 

207. Опредфлить пыощадь круга, котораго даметръ равенъ 
43,6 зут. 

208. Опредфлить площадь круга, котораго окружность равна 
84,6 ут. 

209. Радусъ экватора равенъ 6376984 метрамъ; какое про- 
странство проходитъ каждая изъ его точекъ въ секунду? 

910. Д!аметръ заднихъ колесъ кареты равенъ 1,2 арш. и ДЕ 
аметръ переднихъ 0,8 арш. Сколько разъ обращаются колеса, 
когда карета проходитъ пространство одной версты? 

914. Опредёаить длину дуги въ 18°26', которой рамусъ ра- 
венъ 0,99 фут. 

212. Подъ широтою 47° длина каждаго градуса долготы, т. е 
каждаго градуса паразлельнаго круга, равна 75782 метрамъ; 
опредфаить радусъ этого параллельнаго круга. 

213. По данному радусу г, данной дуг $ и соотвфтствую- 
щей хордь с, опредфлить площадь сегмента. 

214. Опредфлить дгаметръ круга, равновеликаго квадрату, ко- 


- тораго сторона равна 60 Фут. 


215. Опредфаить радусъ круга, котораго площадь увеличи- 
вается на 100 квадр. Фут., когда радгусъ его уведичивается 
на 1 зутъ. 

216. Опредфлить площадь сектора, котораго уголъ равенъ 
75°, а радусъ равенъ 10 Фут. 

917. Уголь сектора равенъ 43°3'18“, а площадь равна 10000 
квадр. Фут; опредфаить радусь сектора 

218. Опредфаить радгусъ круга, равновеликаго сумм нфсколь- 
кихъ круговъ, которыхъ радусы суть *,, ,, и... 

219. Опредфлить радгусъ круга, равноведикаго разности двухъ 
круговъ, которыхъ ращусы суть т, и х,. 

320. Опредфлить четыре круга, которыхъ сумма равна кругу 
радуса г и которыхъ радусы относятся между собою какъ 
тп: р: 1. 

42" 


— 180 — 


221. Раздфаить площадь круга, котораго радёусъ равенъ 5 
концентрическими окружностлми на и равныхъ частей. 

222. Изъ двухъ концентрическихь круговъ площадь мень- 
шаго круга равна #", а разность радбусовъ двухъ круговъ ра- 
вна 4; опредфаить площадь, заключенную между этими двумя 
кругами. 

223. Даны двф концентрическихь окружностей, построить 
кругъ равновелиюй площади, заключенной между двумя дан- 
ными окружностями. 


ЧАСТЬ П. 
СТЕРЕОМЕТРИЯ. 


ГЛАВА 1. 


О линяхъ и паоскостяхь въ пространетв$. 


Опредьлеше положешя плоскости. Лииш инривидикулярныя къ пло- 
скости. Лиши ПАРАЛЛЕЛЬНЫЯ МЕЖДУ соБою. Лиши ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ 
плоскости. Плоскости ПАРАЛЛЕЛЬНЫЯ МЕЖДУ совою. Задачи, 


Опрёдфлеше положеня плоскости. 


$ 186. Плоскостью называется такая поверхность, съ 
которою совпадаетъ всякая прямая, имющая съ ней дв 
обиия точки (см. Введеше). Изъ этого опредфлешя слё- 
дуетъ, что прямая лишя пересвкаетъ плоскость не бо- 
лье какъ въ одной точкв, потому что при двухъ общихъ 
точкахъ вся прямая совпадаетъ съ плоскостью. 

Точка пересфченя прямой съ плоскостью называется 
иногда основашемь прямой. 

$ 187. ТЕОРЕМА. Чрезв три точки А, ВиС, не 4е- 
экашия на.одиой прлмой, можно провести только одну 
плоскость. 

Доказ. Проведя плоскость чрезъ линию, которая сое- 
диняеть точки А и В, можно вообразить, что плоскость 
обращается около этой линт до тБхь поръ, пока не 
ветрётить точку С; сл5дов. чрезъ три точки можно 
всегда провести плоскость. 
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Но болъе одной плоскости чрезъ три точки А, Ви С, 
не лежащихъ на одной прямой, провести нельзя. Въ са- 
момьъ дфлЬ, вообразивъ чрезъ точки А, В и С (черт. 234) 


о плоскость и на этой плоскости какую-ни- 
у будь прямую линю ЕП, положимъ, что 
эта прямая пересфкаеть лини ВС и ВА 
8 и въ точкахь т ип. Если бы возможно 
® зрезъ тьже точки А, Ви 
Черт. 234. было провести чре: ы 


С еще другую плоскость, то въ этой послфдней лежали 
бы лиши АВ и АС, слБдов. и точки тип, т.е. вся 
лишя ЕШ, такъ что всякая лившя, лежащая въ первой 
плоскости, лежала бы также и во второй: а это значитъ, 
что 0бф плоскости совпадаютъ. 

Изъ этого предложеня слфдуетъ: 

1. Три точки, не лежащи на одной прямой, опредЪ- 
ляютъ положене плоскости въ пространств. 

9. Такъ какъ положеше прямой лини опредфаяется 
двумя точками, то прямая лишя и точка, лежащая выЪ 
ея, опредфляютъ положеше плоскости, 

3. ДвБ пересъкаюцияся прямыя опредфляютъ положе- 
не плоскости. 

4. Такъ какъ двЪ парадлельныя лиши, по опредъленйо, 
лежать въ одной плоскости, а положеше ихъ въ этой 
плоскости опредвляется тремя точками, то дв парал- 
лельныя лини опредфляютъ положене плоскости. 

5. Пересъчеше двухъ плоскостей есть прямая лин, 
потому что если бывъ пересфчени ихъ были хоть три 
точки, не лежащихь на одной прямой, то обЪ плоскости 


совпадали. 


Лини перпендикулярныя къ плоскости. 


$ 188. ТкорЕмА. Есаи прямая перпендикулярна ко 
двунь лишлмь, проведениымь чрезь ел основаше па пло- 
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скости, то она перпендикулирна такэже ко велкой дру- 
юй лиш, проведенной чрезь ся основаше иа той ие пло- 
скости. * 


р Положимъ, что лишя РО (черт. 235) 
перпендикулярна къ двумъ линямъ 
ОА и ОВ, проведеннымъ на плоско- 
сти ММ чрезъ ея основаше 0; тре- 
буется доказать, что прямая РО пер- 
пендикулярна также ко всякой другой 
С лини ОС, проведенной на плоскости 
Черт. 235. ММ чрезъ точку 0. 


Доказ. Проведемъ на плоскости ММУ произвольную 
линию АВ, которая пересфчеть прямыя ОВ, ОС и ОА 
въ точкахъ В, Си 4; за тёмъ, продолживь линю РО 
по другую сторону нлоскости, отложимъ на продолже- 
ши ел часть ОО = ОР и соединимъ точки 4, Ви С 
съ точками Ри 0. Прямоугольные триугольники РОВ и 
ООВ, имъюще равные катеты, равны между собою, так- 
же равны и прямоугольные триугольники РОА и ООА; 
сад. РВ=ОВ и РАЕОА. ВслЪдств!е этого триугольники 
ВРА и ВО, имфюцие три стороны соотвфтственно рав- 
ныя, равны между собою; сл6дов. / РАВ = С.ОАВ. 
Изъ этого слфдуетъ, что триугольники РАС и ОАС рав- 
ны, потому что имфють общую сторону АС и кромь 
того, по доказанному, РА = ОА и Х РАС = ОАС; 
саЪдов. РС = ОС. Наконець триугольники РОС.и 00С, 
имфюще общую сторону ОС и, по построеню, ОРЕОО, 
а, по доказанному, РС —= ОС, равны; слЪдов. (.РОС = 
С 00С, т. е. лишя РО перпендикулярна къ лиши ОС, 
что и требовалось доказать. 


Мы предположили, что лишя ОС (черт. 235) содер- 
жится внутри угла АОВ; но доказаниая теорема спра- 
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педлива и въ томъ случаф, когда лишя Об (черт. 236) 

.р лежитъь внЪ угла АОВ. Въ самомъ 
дЪаЪ, предположивъ, что линия ОР 
перпендикулярна къ линямь ОВ и 
ОА, продолжимъ прямую 40; тогда 
лишя ОС лежитъ внутри угла ВОА,, 
составленнаго двумя линями перпен 
дикулярными къ ОР; слЪдов. лишя РО; по предъидуще- 
му, перпендикулярна къ прямой ОС. 


Черт, 236. 


$ 189. Лины, перпендикулярная ко’ всЪмъ прямылъ, _ 
проведенным на плоскости чрезъ ея основаше, назы- 
вается иерлеидикуллромз кь этой плоскости. 


Изъ предъидущаго $ слблуеть, что лин, перпенди- 
кулярная къ двумъ прямымъ, проведеннымъ на плоско- 
сти чрезъ ел основаше, будетъ перпендикулярна къ са- 
мой плоскости. 

Есль изъ какой-нибудь точки А (черт, 237) опустимъ 
В перпендикуляръ АА, на плоскость ММ, 
то основаше А, перпендикуляра назы- 
гум вается проэкщею точки А. Если же 
изъ двухъ концовъ А ‘и В прямой 
АВ опустимъ перпендикуляры АА, и 
ВВ, на плоскость ММ и соединимъ основашя этихъ 
периендикуляровъ, то прямая А, В, называется ироэкщею 
лини АВ; это значить проэкия прлмой есть липня, со- 
едиплющая проэкци двужь копцевь ел. 

Еели одинъ конець А прямой АВ (черт. 238) лежитъ 

В на самой плоскости, то опустивъ изъ 
другаго конца В перпендикуляръ ВВ,, со- 
единимъ точки А и В,; прямая АВ, на- 
зываетел въ этомъ случаь также проэк- 


Черт, 237. 


Черт. 238. 
щЩею линш АВ. 
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Для проведешя перпендикуляра къ плоскости упо. 
А требляется приборъ (черт. 239), состоящий 
изъ двухъ прямыхъь угловь АОС и АОВ, 
соединенныхь между собою общею сторо- 


ною ОА. 
Черт. 239. 


$ 190. ТЕОРЕМА. Во всякой точки плоскости можно 
возставить ко пей только одинь перпендикулярь. 


В Положимъ, что лия ОА (черт; 240) 
перпендикулярна къ плоскости № тре- 
А буется доказать, что всякая другая лишя 


Черт, 940. ОВ, проведенная чрезъ основаше 0, не 


булетъ перпендикулярна къ плоскости ММ. 

‚Доказ. Если чиня ОВ была бы перпендикулярна къ 
плоскости ММ, то, вообразивъ чрезъ ОА и ОВ плоскость, 
положимь, что она пересфчеть плоскость ММ по лини 
ОС; тогда углы АОС и ВОС были бы прямые, что оче- 
видно не возможно ($ 5). 


$ 191. ТЕОРЕМА. М5 всякой точки, лежащей вить 
плоскости, моэкио опустить на нее только одинь перпен- 
дикулярь. 

Положимъ что изъ точки В (черт. 238) опущенъ пер- 
пендикуляръ ВВ, па плоскость ММ; требуется доказать, 
что всякал другая линя В4, проведенная чрезъ точку В, 
не будетъь перпендикулярна къ плоскости ММ. 

Доказ. Если лишя ВА была бы перпендикулярна къ 
плоскости ММ, то соединивъ точки Ай В,, получили бы 
триугольникъ АВВ, имъющ два прямыхъ угла ВАВ, и 
АВ,В, что не возможно ($ 40, слёдств. 6). 


$ 192. ТеорЕМА. Чрез всякую точку прямой мож- 
по провести только одиу плоскость из пей перпендц- 
куляриую. 
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А Доказ. Положимъ, что чрезъ точку С 

р прямой АВ (черт. 241) можно бы было про- 
Ч с вести двф перпендикулярныя къ ней плос- 
кости, и пусть будуть СР и СЕ лини пе- 

'В ресфчешя этихъ плоскостей съ какой ни- 

Черт. 244. будь плоскостью, проходящею чрезъ ли- 
ню АВ; тогда лини СШ и СЕ, лежация въ одной плос- 
кости, были бы обф перпендикулярны къ прямой АВ, что 
очевидно не возможно ($ 5). 

Изъ этого предложеня сллуетъ, что вс ищи, про- 
веденныя чрезъ одну и туже точку прямой периенди- 
кулярно къ вей, лежатъ въ одной плоскости, иотому 
что еслибы онф лежали въ различныхъ плоскостях, 
то чрезъ одну иту же точку прямой проходили бы нф- 
сколько плоскостей къ ней перпендикулярныхъ. 


$ 193. ТеорЕмл. Чрез оснкую точку, лежащую виь 
прямой, можно провести только одну плоскость ко пей 
перпеидикуллриую. 

Доказ. Положимъ, что чрезъ точку С (черт. 242) мож- 
но-бы было провести дв$ плоскости перпен- 
дикулярныхь къ лини АВ и пусть будутъ 
Е и ШО точки пересъченя этихъ плоскостей 

р съ прямой АВ; соединивъ точки Е и 0 съ 

точкою (С, получили бы триугольникъ ЕСО, 
Черт..249. ВЪ которомъ углы РЕСи ЕОС были бы пря- 
мые, что очевидно не возможно. 


$ 194. Теорема. Если изо точки, лежащей вшь плос- 
кости, проведема къ ней перпепдинуалрь и наклониыл ли- 
ти, то 1) перпендикуапрь короче всякой иаклопной, 
2) паклопныл, илиьоиья равныл проэкцги, равны и 3) изв 
9вухь паклонныхь та, которая илибеть большую проэи- 
цйо, будеть больше другой. 


— 487 — 


Доказ. 1. Положимъ, что АР (черт. 243) есть перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ какой нибудь 
точки А на плоскость 1ИМ, а АВ какая 
нибудь наклонная; требуется доказать, 
что АВ > АР. 

Черт. 343. Соединивъ точки Ри В, составимъ 
прямоугольный триугольникъ АРВ, въ которомъ АВ есть 
типотенуза; слфд. АВ _> АР ($ 28), что и требовалось 
доказать. 

2. Пусть будуть АВ и АО дв наклонныя, которыхъ 
проэкци РВ и РО равны; требуется доказать, что 
АВ = АБ. 

Соединивъ точки Ви ПО съ точкою Р, составимъ 
два прямоугольныхъ триугольника АРВ и АРО, которые 
имБютъ общ катетъ АР и кром того, по положено, 
РВ = РО; сафдов. эти триугольники равны, а потому 
АВ = АО, что и требовалось доказать. 


3. Пусть будуть АВ и АС двЪ наклонныя, которыхъ 
проэкци РС и РВ неравны, и положимъ РВ >> Рб; 
требуется доказать, что АВ >> АС. 

Соединивъ точки В и С съ точкою Р, составимъ два 
прямоугольныхь триугольника АРВ и АРС, которые 
имфють общ катетъ АР, но катетъ РВ, по положенйо, 
больше катета РС; слёд. АВ > АС ($ 58), что и тре- 
бовалось доказать. 

Изъ сказаннаго мы заключаемъ, что перпендикуляръ есть 
кратчайшее разстояне точки отъ плоскости, и поэтому. 
разстояне точки отъ плоскости измфряется длиною пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ этой точки на плоскость. 

$ 195. ТеорЕмл. „ишя, проведенная па плоскости 
чрезь осповаше наклонной перпендикулярно к ел проэк- 
щи, будеть перпендикуляриа и ко этой наклонной. 
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ОЕ» что РВ (черт. 244) есть проэкшя прямой 
на плоскости ММ, и что ливня Ср 
проведена на этой плоскости чрезъ точ- 


требуется доказать, что лия СР пер- 
Черт. 944, пендикулярна къ линш АВ. 

Доказ. Отложивъ на лин СР части ВС и ВР рав- 
ныя между собою, соединимъ точки Сир съ точками 
АнР. Прямоугольные триугольники РВСи РВР, имбюще 
равные катеты, равны; слфдов. РР = РС; вслёдетве 
этого прямоугольные триугольники АРР и АРС, имвю- 
ще общ катоть АРи РС = РО, также равны, и по- 
тому АС = АР. Наконец триугольники АВС и АВ 
равны, потому что имъютъ общую сторону АВ и кро- 
МВ того СВ = ВБ и АС = АР. Изъ равенства этихъ 
триугольниковъ слдуеть Х СВА = ОВА, т.е. линя 
АВ перпендикулярна къ лини С › Что и требовалось 
доказать. 


Ливи параллельныя между собою. 


$ 196. ТЕОРЕМА, Если изв двужь параллельныль ди- 
ай одна перпендикулприа кз плоскости, то и другая кз 
этой плоскости перпендикуллриа. 


Положимт, . что лини АВ и Ср 
(черт. 245) параллельны между со- 
бою и прямая АВ перпендикулярна 
№ къ плоскости ММ; требуется дока- 

Черт. 248. зать, что лия СР также перпенди- 
кулярна къ плоскости ИМ. 

'Доказ. Вообразимъ зрезъ лини АВ и С плоскость и 
положимъ, что она пересЪчеть плоскость ММ по лия 
ВП. Проведя на плоскости ММ линйо Е перпендику- 
лярно къ линш ВР и соединивъ точку Л съ какой ни- 
будь точкою Е прямой 4В, находимъ, по $ 195, что ди- 


ку В перпендикулярно къ лини РВ; ` 
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ня ЕО перпендикулярна къ прямой ЕГ. Вольд- 
стве этого лишя ЕР, перпендикулярная къ двумъ лин!- 
ямъ ВР и РЕ лежащимъ въ плоскости АВС, будетъ 
перпендикулярна къ этой плоскости, а потому уголь 
СЬЕ будетъ прямой. Но вслёдстве параллельности ли- 
Шй АВ и СЛ прямая СР перпендикулярна къ лини ВХ, 
а такъ какъ, по доказанному, этаже линя СО перпен- 
дикулярна къ прямой ЕО, то она перпендикулярна къ 
плоскости ММ ($ 189). 

$ 197. ТЕОРЕМА. „Дал диши перпепдикулирныя кв 0д- 
пой плоскости параллельны, между собою. 


Положимъ, что аини АВи Ср (черт. 245) перпенди- 
кузярны къ плоскости ММ; требуется доказать, что эти 
лин параллельны между собою. 

Доказ. Если бы лини АВ и СОне были параллель- 
ны, то вообразимъ чрезъ точку В линйо параллельную 
прямой СЛ; эта лишя, по предъидущему $, будетъ пер- 
пендикулярна къ плоскости ММ, и такимъ образомъ 
вЪ точкф В получились бы два перпендикуляра къ плос- 
кости ММ. 


Изъ этого предаоженя слфлуетъ, что, такъ какъ двЪ 
параллельныя лиши лежатъ всегда въ одной плоскости, 
то всякая прямая лиШя и проэкщя ея лежать въ од- 
ной плоскости. 


$ 198. Теоремл. Деь лиши Аш В, параллельныя 
третьей диши С, параллельны между собою. 


Доказ. Вообразимъ плоскость перпендикулярную къ 
прямой С и замфтимъ, что, по $ 196, лини А иВ пер- 
пендикулярны къ этой плоскости; слфдов. лини А и В, 
какъ перпендикуляры къ одной и той же плоскости, па- 
раляельны между собою. 
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Изъ этого предложешя слБлуетъ, что если дв пере- 
х сВкаюцщияся плоскости АВЕЕ и ЕСОЕ 


и 
(черт. 246) проходятъ чрезъ параллельныя 
дини АВ и СР, то лишя пересфчешя ЕЕ 
с Рэтихъ плоскостей также параллельна этимъ 


Черт. 246.  зинЁямъ. 

Въ самомъ дВлЬ, проведя чрезъ какую нибудь точку 
лини ЕЁ прямую параллельную АВ, найдемъ, по предъ- 
идущему, что эта прямая параллельна лини СО; 
слЪдов. она лежитъ какъ въ плоскости ЕАВЕ такъ и въ 
плоскости ЕСОЕ и сливается поэтому съ лишею пере- 
сфчешя этихъ плоскостей. 

$ 199. Теорвмл. Умы св паранчельниии сторонами, 
обращение своими отлерспёлии в5 одиу сторону, равиы 
между собою. 

Положимъ (черт. 247), что ВА || ЕР и 
ВС || ЕЁ; требуется доказать, что углы 
АВС и БЕЕ равны между собою, пред- 

[7х полагая, что эти углы находятся въ раз- 
Е личныхь плоскостяхъ. 

Черт. 247. 

‚Доказ. Отложимъ на сторонахъ двухъ угловъ ВА=ЕР 
и ВС = ЕЁ и соединимь точки А, В и С съ точками 
р, Еи Е, также точку А съ точкою С и точку 0 съ 
точкою Е. Такъ какъ лия АВ равна и параллельна 
лини ЕБ и аишя ВС равна и параллельна лини ЕЁ, 
то четыреугольшики АВЕД и СВЕЁ суть параляелограм- 
мы (6 43); слбдов. лия АД равна и параллельна ли- 
нш ВЕ и лишя СЁ равна и паралдельна этой же линш 
ВЕ, а потому АБ и СЕ равны и параллельны между со- 
бою. Изъ этого слфдуеть, что четыреугольникь АСЕР 
есть также параллелограммъ и потому АС = РЕ. ЗамЪ- 
тивъ теперь, что въ триугольникахъ АВС и РЕЁ, по 
положенио, АВ = ЕП и ВС = ЕЁ, а по доказанному 
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АС = РЕ, заключаемъ, что эти триугольники равны, 
сл5д. / АВС = Г БЕЕ. 
Линши паралаельныя плоскости. 

$ 200. Лины и плоскость, которыя не встрёчаются 
сколько бы ихъ ни продолжали, называются парал- 
чельными. 

Изъ этого слФдуетъ: 

1. Лишл АС и плоскость ММ (черт. 248), перпендику- 
С алрныл ко одной итой же прлмой АВ, 

параллельия, между собою, потому что, 

если бы прямая АС встрЪтилась съ 
плоскостью ММ, то изъ ТОЧКИ ИХЪ 
Черт 948. встрёчи можно бы было опустить два 

перпендикуляра на линто АВ. 
2. Лия АВ, параллельная прямой СО, лежащей в5 
А——____В плоскости ММ (черт. 249), будеть па- 
"ДЕЕЕЕУ» раллельна самой плоскости ММУ, потому 
что АВ, находясь съ своею параллелью 

Черт. 949. С въ одной плоскости, можеть ветрф- 
чаться съ плоскостью ММ не иначе, какъ пересъкаясь 
съ своею параллелью СР. 

3. Вселкал плоскость АВЮС (черт. 250), проходлщая 
чрезь прямую АВ параллельную 
плоскости ММ, пересьчетв эту по- 
саьдиюю по лиши СО, параллельной 
прлмой АВ, потому что прямая АВ, 
находясь съ лишею СО въ одной 
плоскости, можетъ съ нею встрё- 

Черт. 250. чаться не иначе какъ ‘пересъкаясь 
съ плоскостью ММ, 

4. Прямая АВ (черт. 254), параллельная двумь пере- 

Г.) 0 сокающимися плоскостямив ММ и РО, па- 
о, Ралмельна изь пересьчешю СО. Въ са- 

момЪъ дЪаф, вообразивъ плоскость чрезъ 
Черт. 281. дино АВ и какую-нибудь точку С лини 


— 192 — 


р пересъченя, заключаемъ, по предъиду- 
м, олцему (3), что эта плоскость пересфчетъ 
18 ММУ и РО по линямъ параллельнымъ пря- 

Черт. 251. мой АВ; и такъ какъ эти лини про- 
ходять чрезъ точку С, а чрезъ точку С можно прове- 
сти только одну линно параллельную прямой АВ, то эти 
лини сливаются между собою и совпадаютъ съ лишею 
СО; сльд. лишя СР будетъ паралдельна лини АВ. 

< 201. Теорема. Мишя, параллельная плоскость, 
паходитсл оть иел иа всемь своем протлэкеши па рав- 


иомь разстолши. 
р 7] Пусть будеть АВ (черт. 250) 


диня параллельная плоскости ММ; 
опустимъ изъ какихъ-пибудь то- 
чекъ этой линш А и В перпенди- 
7х куляры АС и ВЛ на плоскость ММ; 
требуется доказать, что АС=ВР. 

Черт. 280. Доказ. Замфтивъ, что лини АС 
и ВО, какъ перпендикуляры къ плоскости ММ, парал- 
лельны, вообразимъ чрезъ эти лин плоскость; по $ 200 
слёдотв. 3, лишя пересъчешя СР этой плоскости съ пло- 
скостью ММ параллельна прямой АВ; изъ этого салЪдуетъ 
что АС = ВР ($ 37). 

Плоскости параллельныя между собою. 

$ 202. Плоскости, которыя не встрЪчаются, сколько 
бы ихъ ни продолжали, называются паранчельныии. 

Изъ этого сафдуетъ: 

1. Двь и плоскости ММ и РО (черт. 952) 
пересъкаются третьею плоскостью АЕ 
по миёлмь АВ и СО параллельным межю- 
ду собою, потому что эти лини, находясь 
` въ одной плоскости АЕ, на всемъ сво- 
емъ продолжении не могутъ ветрЪчаться, 
ее 252. иначе и плоскости ММ и РО встрё- 


тились бы. 
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2. Деь плоскости ММ иРО (черт. 253), перпендику- 
Е длрныл ко прямой АВ, параллельия 
между собою. Въ самомъ дЪлф, если 
< бы эти плоскости ветрЪтилиеь , то 
_.^ проведя чрезъ линпо АВ и чрезъ 
Черт, 253. какую-нибудь точку ЕЁ ихъ перест- 
ченя плоскость САВЮЕ, нашли бы, что изъ точки Е 
опущены два перпендикулура ЕСА и ЕШВ на лишю АВ. 


3. Прлмал АВ (черт. 253), перпеидикулирная ко одной 
изь двухь паралдельныхь плоскостей ММ и РО, пер- 
пендинуллриа таке и ко другой. Въ самомъ дЪаф, пред- 
положивъ, что лия АВ перпендикузярна къ плоскости 
ММ, и проведя чрезъ эту линйо какую-нибудь плоскость 
САВО, найдемъ, что лини АС и ВЮ параллельны между 
собою, какъ лиши пересфченя двухъ параллельных пло- 
скостей третьею плоскостью; атакъ какъ линя АВ пер- 
пендикулярна къ прямой АС, то она перпендикулярна 
также къ прямой ВО; это значитъ, что прямая АВ пер- 
пендикулярна ко всякой прямой, проведенной чрезъ ея 
основаше на плоскости РО. 

4. Чрезь даппую точку А (черт. 253) можно провести 
только одиу плоскость параллельную данной плоскости 
РО, потому что, если бы возможно было провести чрезъ 
точку А дв плоскости параллельныя плоскости РО, то 
вообразивъ линно АВ перпендикулярную къ плоскости 
РО, нашаи бы, что лишя АВ перпендикуаярна къ двумъ 
плоскостямъ, проходящимъ чрезъ одну и туже точку А, 
что противно $ 199. 

$ 203. Теоремл. Параллельныя лиши, заключениыл 
между двумл параллельными плоскостл- 
ми, равны между собою. 

Положимъ, что АВ и СО (черт. 254) 
отр$зки двухъ паразлельныхь  ди- 
в, заключенные между двумя парал- 
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— Черт. 254. 
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чельными плоскостями ММ и РО; требуется доказать, 
что АВ = СО. 
Е „Доказ. Проведя плоскость чрезъ 
лиШи АВ и СО, положимъ, что Аб и 
ВР суть лини пересфчешя этой пло- 
скости съ плоскостями ММУ и РО. По $ 
арт 55. 202, слъде. 1, лини АС и ВЮ парал- 
чельны между собою, и потому АВи СО, какъ отрьзки 
параллельныхь между параллельными, равны (6 37). 

Изъ отого предложешя слфдуеть, что деь паралле-и-- 
пыл плоскости на всемь своемь протяжеши находится 
па равиомь разстолийи друг» оть друга, потому что пер- 
пеидикуляры, опущенные изъ какихъ-нибудь точекъ од- 
ной плоскости на другую, параллельны, сдфд. по предъ- 
идущему, равны между собою. 

$ 204 ТеорЕмл. Три параллельныл плоскости пере- 
т А спкають каля-иибудь дь прямыя па ча- 


сти пропорцопальныя. 
и Положим, что как-нибудь дв ли- 
ит АВ и СР (черт. 955) пересвчены 
тремя параллельными плоскостями ММ, 
РО и 85; требуется доказать, что, 
АЕ СЕ 
ЕВ В 


Черт, 285. 
„Доказ. Проведя линию АН параллельно лини СП, 


проведемь чрезъ АВ и АН плоскость, которая пе- 
ресфчетъь плоскости РО и В5 по линимъь Е@ и ВН 
параллельнымь между собою, слфдов. 


а такъ какъ Аб = СКи СИ = Е ($ 303), то 
АЕ _ СР 
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Задачи. 


+ 224. Изъ точки А, лежащей на плоскости МУ, возставить къ 
ней перпендикуляръ. 

\ 295. Изъ точки О, лежащей внф плоскости ММ, опустить на 
нее перпендикуляръ. 

7226. Чрезъ точку О провести дин, параллельную линш АВ. 
+ 227. Чрезъ точку О провести линйо, параллельную плоско- 
сти ММ. 

+228. Чрезъ точку О провести плоскость, перпендикулярную 


къ аныи АВ. 


229. Чрезъ точку О провести плоскость, парачаельную двумъ 
прямымь АВ и ММ, лежащимь въ разныхъ плоскостяхъ. 

230. Чрезъ прямую АВ провести плоскость, параллельную пря- 
мой ММ. 
х 231. Чрезъ точку 0 провести изоскость, параллельную пло- 
скости ММ. 
» 232. Найти кратчайшее разстояше двухь прямыхъ АВ и ММ. 


ГЛАВА И. 


0бъ углажъ образуемыхь плоскостями 


Уголь двухь дишй и уголь лиши съ плоскостью. Умы двУ- 
траиныЕ. Углы миогоггаиНые. РАВЕНСТВО и СИМЕТЫЯ ТРИГРАИ- 
НЫХЪ УГЛОВЪ. 


Уголь двухъ лин и уголь лини съ паоскост:ю. 


$ 205. Угломъ двухь линй АВ и СО (черт. 256), не 


в чежащихъ въ одной плоскости, на- 
и зывается уголъ ЛОМ, составленный 
А то двумя лишями ОМ и ОМ, которыя 


7 проведены изъ какой нибудь точки О 
0. 


ыы параллельно лишямъ АВи СР. Оче- 
Черт. 256. р; ы 
видно, что изъ какой бы точки ни проводили лини 
параллельныя къ АВ и СО, уголъ между ними всегда 


одинъ и тотже ($ 199). 
ЯЗ 
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$ 206. Угломъ лин АВ съ плоскостью ММ (черт. 257) 
в называется уголъ ВАС, составленный 
этой лишею съ ея проэкщею АС. 


№ Если чрезъ основаше дин АВ про- 

Че эБт. ведемъ на плоскости ММ произвольную 
длиною АО, возьмемь АР=АС и соединимъ точки О) и 
‚В, то триугольники САВ и РАВ будуть имфть общую 
сторону АВ и АС = АБ; но сторона ВГ болбе сто- 
роны ВС, потому что линя ВС, по положению, пер- 
пендикулярна къ плоскости ММ; слфдов. уголь ВАР 
больше угла ВАС ($ 19); это значить, что уюче ВАС 
‚менье велкаю уча, составлениаю прлмой АВ св ка- 
кой пибудь лишею, проведенной на плоскости ММ чрезь 
ея осповатв. 


Двугранные углы. 
Неограниченная часть пространства, находя- 
о щаяся между двумя пересвкающимися 140- 
|› костями АВСР и АВЕЕ (черт. 258), назы- 
Г вается двуграниымз угломь; плоскости АВСО 
иАВЕЁ называются сторонами, а лишя пе- 
ресвченя ихъ АВ—ребромь пли вершиною его. 

Двугранный уголь означается четырьмя 


Черт, ов. 
буквами САВЕ, поставленными въ такомъ порядкЪ, 


что буквы, означаюния ребра, ставятся между двумя 


другими буквами. 

Если изъ какой нибудь точки М ребра АВ проведемъ 
къ нему перпендикуляры МЁ и ММ, лежаше соотвфт- 
ственно въ плоскостахъ АСи АЁ, то угодъ ЁММ, соста- 

°вленный этими перпендикулярами, называется хиией- 
пымь узмомь двуграннаго угла. › 

Плоскость, проходящая чрезь аинш МЕ и ММ, бу- 
деть перпендикулярна къ ребру АВ ($ 189); сльдов. ли- 
нейный уголь образуется также пересъчешемъ сторонъ 
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двуграннаго угла плоскостью, пернендикулярною къ ре- 
бру его. 

Линейные углы, построенные въ различныхь точ- 
кахъ ребра, равны между собою, потому что стороны 
этихъ угловъ перпендикулярны къ ребру двуграннаго 
угла и вслфдстме этого соотвфтственно параллельны. 
Изъ этого слфдуетъ, что для каждаго двуграннаго угла 
линейный уголъ его есть величина постоянная. 

При пересфчени двухъ плоскостей образуется четы- 
ре двугранныхъ угла, которые, по аналоги съ плоскими 
углами, по парно пазываются смежными и противу- 
положны.ми. 

Когда два смежныхь двугранныхь угла равны между 
собою, то каждый изъ нихъ называется ирлмыив, а пло- 
скости, образующия его, — перпендикуллриялии. 


$ 208. ТеорЕмл. „Деураниые умы равны, когда ли» 
нейные угия ить равны. 
ыы будуть СИ! и $ТИ (черт. 259) линейные углы 
А Пдвугранныхъ угловьъ РАВЕ и ГМРЕ 
и положимъ, что С 6Н! = С. 51 
Зтребуетсл доказать, что и двугран- 
оные углы равны между собою. 
‚Доказ. Наложимь двугранный уголъ 
Черт. 989. ТМРЕВ на двугранный уголь ДАВЕ, 
такъ чтобъ уголь 5ТИ совыъетился съ угломъ СН; ребро 
МР совпадетъ съ ребромъ АВ, потому что каждое ребро 
перпендикулярно къ плоскости линейнаго угла; вслвд- 
стые этого плоскость МО совмветится съ плоскостью 
АС и плоскость МА— съ плоскостью АЁ, такт что двугран- 
ный уголъ СМР совпадеть съ двуграннымъ угломь ДАВЕ. 


Обратная теорема. Если двутранные узлы ОАВЕ и 
ТМРЕ (черт. 259) равны, то линейные иль углы СН и 
5ТО также равны. 


— 498 — 


„Доказ. Наложимъ двугранный уголь 
ТМРВ (черт. 259) на двугранный уголъ 
№5 АВЕ такъ, чтобы стороны ихъ совпа- 
ли и точка Т упала на точку Н; лия 
Т5 совпадеть съ лишею НФ, потому 

Черт, 259, что эти лиши лежать на сторон дву- 
граннаго угла и перпендикулярны къ ребру его; равнымъ 
образомъ лишя ТО совпадеть съ лишею НГ; садов. 
уголь 5ТИ совмфетится съ угломъ СН. 


Изъ предложешй этого 6 слфдуетъ: 


1. Прлмому двуграниому углу соотвътствуеть и пря- 
р 40й линейный уюль и паоборот». Въ 
самомъ дфлв смежнымъ двуграннымъ 


в 
эй г Угламь РАВМ и САВМ (черт. 260) 
г соотвЪтетвуютъ смежные линейные уг- 
Черт. 260, лы ШК и НС, лежапие въ плоскости 


перпендикулярной къ ребру АВ; когда же смежные дву- 
гранные углы равны, то смежные линейные ихъ углы 
таже равны и наоборотъ. 


2. Противуполоэные двуграниые углы равты между собою. 


$ 209. ТеорЕмл. Плоскость, проходящая чрезь ли- 
р #110 перпендикулирпую иь данной плоско- 
сти, будеть перпендипулярна къ этой по- 


Положимъ, что плоскость РО (черт. 261) 
Черт. 264.  проходитъ чрезъ линно АВ перпендику- 

лярную къ плоскости ММ; требуется доказать, что пло- 

скости РО и ММ перпендикулярны между собою. 


Доказ. Проведемъ на плоскости ММ лино ВС пер- 
пендикулярную къ линш пересфчешя ОЁ двухъ плоско- 
стей. Такъ какъ линя АВ, по положено, перпендику- 
зярна къ плоскости ММ, то уголъ АВС прямой; но этоть 
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уголь есть линейный уголь двуграннаго угла РКОМ, 
слвдов. этотъ двугранный уголъ прямой. 


Обратная теорема. Лшея АВ (черт. 264), ` перпепди- 
куллриая къ дшйи пересьчешя ОБ двухь перпендикуляр- 
нызь плоскостей ОР и ММУ и лежащал во одной изв пис 
РО, будеть перпепдикуляриа ко другой ММ. 


„Доказ. Проведемъ на плоскости ММ линпо ВС, пер- 
пендикулярную къ лини ОД, тогда АВС будетъ линей- 
ный уголъ двуграннаго угла РВОМ; а такъ какъ, по 
положению, этотъ двугранный уголь прямой, то и ли- 
нейный уголь АВС прямой, и потому лишя АВ, пер- 
пендикулярная къ двумъ линямь ОКи ВС, периенди- 
кулярна къ плоскости ММ. 

Изъ предложений этого & сл6дуетъ: 

1. Анил АВ (черт. 964), перпепдикуляриая къ одной 
изь двужь взаимно перпендикулярных плоскостей ММ, 
совпадаеть с5 другой плоскостью РО, когда илиъеть сё 
пею одиу общую точку А; потому что, если этотъ пер- 
пендикуляръ не лежалъь бы въ плоскости РО, то изъ 
точки А можно бы было, на основанш предъидущей тео- 
ремы, провести еще другой периендикуляръ къ плоско- 
сти ММ, что невозможно. 


2. Если двь плоскости АВ и СП (черт. 9262) перлен- 
р дикулярны ко третьей плоскости 
ММ, то и лишил переспчешл иль АС 
перпендикуаяриа ко отойтлоскости. 
х Въ самомъ дфлф, опустивъ изъ ка- 
кой нибудь точки лиши АС пер- 
пендикуляръ на плоскость ММ, най- 
Черт. 263. демъ, по предъидущему, что этотъ 
перпендикуляръ будетъ лежать какъ въ плоскости АВ 
такъ и въ плоскости СО; слЪдов. снъ сливается съ ли- 
шею пересфчешя двухъ плоскостей. 
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\ 210. ТеорЕмл. Если изь какой нибудь точки М, 
А чежсащей впутри двуграниаю угла АВСП 
| (черт. 263), опустиме перпендикулиры 

МТ, и ММ па стороны его, то узоль ГММ, 
составленный этими перпендикулярами, 
висеть св линейнымь угломь двуграниаго 
р Ума, равияется двумь прямымь. 

Черт. 263. Доказ. Если чрезъ линш МГ и ММ 
проведемъ плоскость, то эта плоскость, по $ 209, будетъ 
перпендикулярна къ плоскости ВП и къ плоскости АС, 
сдфд. и къ лини ихъ пересфчешя ВС ($ 209 слёдств. 2). 
Изъ этого слбдуетъ, что уголь ЕРМ, составленный пе- 
ресфчешями этой плоскости съ плоскостями ВЛ и АС, 
есть линейный уголъ двуграннаго угла АВС; а такъ какъ 
въ четыреугольникв РЕММ углы РЕМ и РММ прямые, то 

И. ЕРМ - ©. ГММ = 94. 

$ 21. ТЕорЕмА. „Двуграниые углы относлтел между 
собою какз ить линейные узлы. 

ь а д Положимъ, что ЕЁб и 
[ Е, Е,б, (чер. 264) линей- 
| ные углы двугранныхъ уг- 

ловъ АВСЬ и ГММР; тре- 

буется доказать, что 


Г И 
Е. 


АВСО _ЕЕб 
Черт. 264. ТИМР ЕЁ, 6, 


Доказ. Положимъ, во первыхъ, что углы ЕЁ@ и 
Е, Е,б, воизмфримы ичто линейный угодъ и содержится 
т разъ въ уг ЕЕС ип разъ въ угл Е,Ё,@.,, такъ что 
ря = =. Если вообразимъ двугранный угодъ абса, 
соотвьтетвующ линейному углу и, то очевидно, что 
этотъ двугранный уголъ будетъ содержаться т разъ въ 
двугранномь угдв АВСР ип разъ въ двугранномъ угл 
АВСР _ т АВС _ЕЕС 
ТИМЬ п’ “18408. ТИР ЕЕС.- 


ГМХР, такъ что 
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Положимъ, во вторыхъ, что линейные углы ЁСР и 
ТСМ двугранныхь угловъ АВСР и АВСМ 
(черт. 265) несоизмёримы. Докажемь, 
что въ этомь случаБ отношеше ВО 

АВСМ 
не можетъ быть ни менфе ни болфе от- 


ОЧЕР: 
$ р ношешя У 
Черт. 265. 

Въ самомъ дЬлЪ, ‘если АСК ТСР лововмемь 
вместо угла ГСМ болышИ уголь ГС такъ, чтобы 
АВСР _ ТСР 
АВС — 
равныхъ частей, чтобы каждая часть была меньше угла 
Ух, тогда по крайней мЪрф одна изъ линй дфлешя 
будеть содержаться между линями СМ и Сх. Пусть 
будеть СИ такая лишя. Если чрезъ эту лин!о и ребро 
ВС проведемь плоскость ВП, то составится двугранный 
уголь АВСИ, котораго линейный уголъ ЕСИ соизмвримъ 
съ линейнымъ угломъ ЁСР и потому, по предъидущему, 

АВСР_ ГОР 

2860 10 
Раздфливъ эту пропорцио на донущениую нами пропорцио 
АВСР _ ТСР 


. Раздфлимъ угодъ ГСР на такое число 


АВСМ — Тб 
паходимъ пропорцию: 
АВСМ _ ТСх 
АВСИ 100’ 
АВС Та 
которая не вЪфрна, потому что Явсо<® а тео! 


этого заключаемъ, что сдфланцое нами предположене 
АВСР Т. СР. 


аВсм < Тем 1е справедливо. 
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Подобнымъ же образомъ доказывается, что предполо- 


также не возможно, а изъ этого 


жене 
слфдуеть что 
АВСР _ ТСР 
АВСМ ГСМ 

Всафдстме пропорцгональности двугранныхъ и аиней- 
ныхъ угловъ, послфдше принимаются за мБру первыхъ 
и волк двугранный. уголь обозначается числомъ гра- 
дусовъ, содержащихся въ его линейномъ угл. При та- 
комъ обозначеши мы должны однако помнить, что чи- 
сло градусовъ, содержащихся въ линейномъ угл6, не 
представляетъ величину двуграннаго угла, по есть толь- 
ко число ему пропорщюнальное. Напр. двугранный уголь 
въ 36'16’ значить двугранный уголъ, который относится 
къ прямому двугранному углу, какъ 36°16’ къ 90°. 

$ 212. Изь вебхъ направлен, которыя прямая ли- 
шя можеть имфть въ пространств%, ‘одно заслуживаетъ 
особеннаго вниманйя, а именно направлеше принимаемое 
нитью, одинъ конецъ которой неподвижень а другой на- 
тянуть какимъ-нибудь тяжелымь тфломь. Направлеше 
это называется отеьслой или вертикальной лишею. 

Плоскость, перпендикулярная къ вертикальной лин, 
называется горизонтальной плоскостью и всякая пря- 
мая, лежащая въ горизонтальной плоскости, — гори- 
зонтальной лиишгею. Поверхность воды, находящейся въ 
сосудЪ въ совершенномъ покоф, предетаваяетъ горизон- 
тальную плоскость. 

Плоскость, проходящая чрезъ вертикальную линйо, 
называется вертикальной плоскостью. Очевидно, что вся- 
кая вертикальная плоскость ‘перпендикулярна ко всякой 
горизонтальной плоскости ($ 209), и что линя перееф- 
чешя двухъ вертикальныхь плоскостей есть вертикаль- 


нал длины. 
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Вертикальныя лини и горизонтальныя плоскости имф- 
ютъ обширное приложеше въ практик$, особенно въ по- 
стройкахъ разнаго рода. 

Углы многогранные. 
$ 213. Неопредъаенная часть пространства, содержа- 
5 щаяся между нфеколькими плоскостями 

А5В,В5С, 650, 05Е и Е5А (черт. 266), 

пересъкающимися въ одной точк% 5, назы- 

вается ипогограиным5 или ттваесиымь 9:- 
у 10.мФ; точка 5 пазываетея вершииою, ди- 

ши пересфченя плоскостей: 54, 5В, 50.. 

Черт ребрами и углы 458, В5$С 05)..., со- 
ставляюще тфлесный уголь, — зраилли пли плоскими 
Уелами мпогограннаго угла. 

Миогогранный уголь озпачается или одною буквою, 
поставленною у вершины его, или этой буквою вмёств 
съ буквами, поставаенными на ребрахъ; такъ напр. мно- 
тогранный уголь (черт. 266) означается или чрезъ 5 
или чрезъ ЗАВСЬЕ. 

Твлеспый уголь 5 (черт. 267), составленный изъ 
трехъ плоскихъ угловъ А5В, В5С и С5А, 
называется тригранпыме угломь. Очевид- 
но, что всяюй тригранный уголъ имъетъ 
три двугранныхъ угла САбВ, АВ5С и 
Ё ВС$А; три плоскихъ и три двугранныхь 
„Черт э67. угла называются частлми его. 


$ 214. ТеорЕмл. В0 аслкомь эпригранномь узмь, в 
которомь два двугранные угла прл- 
мые, противуположные инь плоскаэ 
Углы также прямые. | 

Положимь, что въ триграннолмь 
Угаб 5АВС (черт. 268) двугранные 
углы С5АВ и С5УВА прямые; тре- 

в буетсл доказать, что плосые углы 

Черт. 268. С5В и С5А также прямые. 


— 204 — 


Доказ. Такъ какъ ребро 5С есть 

пересъчеше двухъ плоскостей С5А 

и С5В, по положеню, перпендику- 

лярныхъ къ плоскости А5В, то и оно 

перпендикулярно къ этой плоскости 

($ 209 слёдств. 2), а потому углы 
В (54 и С5В прямые. 


Черт. 268. 
Обратиал теорема. Если вз тршраниомз уь 5АВС 
(черт, 968) два плосме ума вю С5В м СБА прямые, то 
и противуположные имь двугранные углы С5АВ и С5ВА 


прямые. 

‚Доказ. Такъ какъ, по положению, углы С5В и С5А пря- 
мые, то лишя С5 перпендикулярна къ плоскости А5В, 
и вольдетые этого плоскости С5А и С5В перпендику- 
лярны къ плоскости А5В ($ 209). 

Изъ предложен этого $ слфдуетъ, что если въ три- 
транномъ углВ веб двугранные углы его прямые, то и всё 
плоске его углы прямые, и наоборотъ. 
$ 215. ТкорЕмл. Ви тршранномь уьиь каждый пло- 

ск Узоль менье суммы двухь другить 
плоскиаа умове. 
Положимъ, что изъ трехъ плоскихъ 
_ угловъ, составляющихь  тригранный 
Ц ` уголь АВС (черт. 969), уголь А5В 
с наибольший; требуется доказать, что 
Черт. 20. — А5В < 456 -н 658. 
Доказ. Отложимъ въ плоскости АВ уголь В5Л рав- 
пый углу В5С и сдблаемь 5) = 56. Проведя чрезъ 
точки О и С какую-нибудь плоскость, положимъ, что 
она пересфчеть ребра 5А и 5В въ точкахъь А и В. 
Триугольники С5В и Р5В имзють общую сторону 5В 
и кромБ того, по построеню, 52 = 5С и 658 = 
И 5В;. сдфдов. эти триугольники равны, и потому 


А, 
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ВР= ВС, а такъ какъ АР + ОВ<АС--СВ, то Ар<<АС. 
Замфтимъ теперь, что триугольники 450 и А5С имф- 
ютъ общую сторону Аб и кромф того 5) = 56, но 
АР < АС; изъ этого слёдуетъ, что уголь 45.) меньше 
угла 450 ($ 49). Сложивъ неравенство 450 < 45С въ 


равенствомь 25В = С5В, найдемъ АЗВ < А5С--С5В, 
что и требовалось доказать. 


Если изъ обфихъ частей этого неравенства вычтемъ 
по углу 45С, то получимъ: 


С5В >> 458 — 45С, 


т. е. 05 триранномь угь каждый изь плоскить уовь 
больше разности двухь другить узловь. 


$ 216. Творемл. Сумма плоскить угловь, составая 
5 я 
Е ющихе многораниий уголь, меньше четы- 
режь прямых». 
Пусть будеть 5АВСОЕ (черт. 970) 
многогранный угодъ, составленный изъ 


ОА плоскихъ угловъ 458, В5С, С51...; 
требуется доказать, что } 
В 
Черт. 970. А5В-- В5С -- С50... < 44. 
Доказ. Проведя какую-нибудь плоскость АВСОЕ, пе- 
ресфкающую ребра многограннаго угла въ точкахъ 
А,В,С,Л) и Е, означимъ чрезъ 5 сумму плоскихъ угловъ, 
составляющихъ многогранный уголъ и чрезъ 2 число ихъ; 
тогда сумма угловъ триугольниковъ, вершины которыхъ 
сходятся въ точкв 5, равняется 24п, а сумма угловъ мно- 
гоугольника АВСОЕ равняется З4п—44. Но такъ какъ 
каждая изъ точекъ А,В,С... есть вершина триграннаго 
угла, то, по предъидущему $: 
5АЕ +- 5АВ >> ЕАВ; 5ВА-+ 5ВС >> АВС... 
Сложивъ эти неравенства, получим 
ЗАЕ - 5АВ -н 5ВА + 5ВС-ь ... > ЕАВ--АВС ... 
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Но’ первая сумма 54Е-+-5АВ-+5ВА.... равна 9—5 
а вторая сумма ЕАВ + АВС -+.... равна Зв — 44; 
слвдов. 24 — 5 >> 24 — 44 изи З4п--44 > Зап-н-5; 
а отсюда 5 < 44. 


$ 217. Ткор км. Во вслкои= тризраннома узаь 5 АВС (чер. 271) 
$ сумма, даутранныхв Узловв мень 64 и боле Эа. 
‚Доказ.`Опустивъ изъ какой нибудь точки 0, 
лежащей внутри тригран перпендику- 
лпры ОГ, ОМ и ОМ на стороны его 4А5В 45б и 
ВС, получимь при О тригранный уголь ОРММ, 
котораго плосме углы МОГ, ГОМи МОМ, по 
в 210, служатъ дополнешями до 24 
угламъ С5АВ, С5ВА и А5СВ; слБд 
с плоскихь и двуграпныхъ угловъ равна 64, но 
Черт. 274, сумма плоскимь угловь мене 44 (6 316), слфд. 
сумма двугранныхь угловъ менфе 64 и бое 24. 

Повторяя подобное же разсуждеше относительно какого ни- 
будь многограннагоугаа, составленнаго изъ п плоскихъ угловъ, 
пайдемъ, что сумма ого двугранныхь угловъ менфе Эна но 
болфе 29—44. 

$ 218. Если изъ какой нибудь точки О, зожащей внутри 
триграннаго угла 5АВС, (черт. 971) опустимь на плоскости 
45В, 45С и СУВ перпендикудиры ОГ, ОМ и ОМ, то при точ- 
&В О образуется тригранный уголь ОЁММ, который называется 
дополнительнымв умомё триграпному углу 5. Всафдстые того, 
что лини ОГ и ОМ перпендикулярны ‘къ плоскостямъ 45В и 
А$С, плоскость ГОМ также перпендикулярна въ этимъ Плос- 
костямь ($ 909), и потому она перпендикулярна и кълиши ихъ 
пересфчени АВ ($ 209 слфдет. 2); садов. ребра триграннаго 
угла 5 соотвфтственио перпендикулярны къ плоскостямь три- 
граннаго угла 0. е 

Изъ этого мы заключаемъ, что если тригранный уголь 0 
ость уголь дополнительный дая тригранизго угла 5, то и иа- 
оборотъ, тригранный уголь 5 есть уголь дополнительный дая 
триграннаго угла О. 

Равенство и симетря тригранныхъ угловъ. 

$ 219. ТЕОРЕМл Дода два тршранныхг ула имьютё пло- 

свв умы соотвттетасиио равные, то и двуграпные ихе улы равны. 
5 5 Положимъ, что въ три- 

< гранныхъ углахъь 5АВС и 

5,А,В,С, (черт. 979) 5 4$В= 

2 А,5,В,; 2 45С= 24,5,6; 

д В5бС'= И В,5,6; ‘тре- 
В буется доказать, что дву- 

‚ гранные углы соотвЪтстве- 

но равны между собою. 
6 С, Доказ. Сдфлаемъ 54А=5,4А, 
Черт. 272. и проведемь чрезъ точки 


> 
я 
ь 
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А нА, плоскости САВ и С,А,В, перпендикулярныя къ ребрамъ 
54 и 5,4, тогда © САВ и 2 СА,В, будутъ линейные Углы дву- 
транныхь С5АВ и С,5,4,В. Прямоугольные триугодьники В$А 
В,5,А„, въ которыхъ 54 = 5,4, и 2 458 = 4,$,В, равны; пря- 
моугольные трнугольники 45С и 4,5,С, въ которыхь 5$4=5,4, 
и 2456 = 4,5,С, также равны; саЪдов. 58=5,В, и 5! С, 
Всафдстые этого триугольники В$5С и В,5,С, имюще дв сто- 
роны и уголь между ними равные, будуть равны. Изъ ска- 
заинаго мы закаючаемь, что АВ = 4,В,; АС = 4,С, и ВС=В,С,; 
сяфдов. триугольники АВС и А,В,С, равны межд собою, и по- 
тому 2 ВА В,А,С,. Но такь какъ ВАС и „4,С, суть аи- 
нейные углы дв: 


аиныхъ С$АВ и С,5,4,В„ то эти двугранные 
углы равны между собою 

Подобнымь же образомъ доказывается раненство и другихъ 
двугранныхь угловъ. 

Когда ребра 58 и 5С перпендикулярны къ ребру 45, т. е. 
когда два илоск!е у А5В и 45С прямые, то плоскость С4В 
будеть паразлельна лишимь $Ви $; къ этому случаю доказа- 
тельство, выше приведенное, не прилагаотси, потому что пло- 
скость, проведенная чрезъ точку А перпендикулярно къ ребру 
54, ие пересфчется съ зишями $8 и 5С; но такъ какъ въ этомь 

5 плоскю углы В5С и В,5,С, суть линейные Углы дву- 
С5АВ`и С,5,4.В, то равенство этихь двугранныхь 
Угловъ сафдуегь прямо изъ равенства ихъ зинейныхь угловъ, 


$ 220. Ткоремл. „Да тригранных» ума 5АВС и 5,4А,В,С, 
(черт. 272) равны, кода плосне иаь уни равны м одимокиий 
располоэкепы. 

‚Доказ. Изъ равенства плоских углов сафдуетъ, по предъ- 
идущему $, что двуграниые углы равны, и тригранные уг- 
зы 5АВС и 5,4,В,С, при наложеши очевидно совпадутъ. 

Если тригранные углы 5АВС и 5,4,В,С, (черт. 973) составае- 

5 ны изъ плоскихь угловъ соотв 
1 ственно равныхъ, по расположен- 
ныхъ въ обратномъ порядкф, то дву- 


у ВА гранные ихъ углы, по предъидуще- 
\ иму $, также соотвфтственио равны; 

но тригранные углы въ этомъ слу- 

(2 „ чаф не могуть быть совмфщаемы. 
Черт. 973. Тригранные углы, которые соста- 


ваены изъ равныхъ плоскихъ и двугранныхъ угловъ, т.е. ко- 
торые имлотъ всё части соотвфтственно равныя, но не могутъ 
быть совмфщаемы, называются симетрииными. 


$ 221. ТЕОРЕмл. „Два тризранныхь ума равны, козда импютв 
по равиому двутраниому уму, закдючениому между двумя со- 
отеттственио равными и одинаково расположенными `плоски- 
ми учами 

„Доназ. Очевидио, что таще тригранные углы при наложен 
совыфщаются. 
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$ 222. ТЕОРЕМА. „Два триграиныхв угла равны, козда имьютв 
по расному плоско му уу, заключенному между двумл соозтеьт- 
ственно равными и одипаково расположенными двугранными узами. 
„Доказ. Очевидно, что табе тригранные углы при наложеши 
совмфщаются. 

$ 33, „Два тригранниыхв узла ЗАВС и 5.4,В,С, (черт. 974) 
‘равны, кода деуграпные их 
5 уаы соотоьтственно равны 

и одинаково расположены. 
„Доказ. Пусть будутъ 
ОТММ и 0, Г.М, М, дополни- 
тельные углы тригравныхъ 
“5 и $5,. Такъ какъ двугран- 
ные углы триграиныхь $ 
и5,, по положению, соот- 
втственно равны, то пло- 
Черт. 274. сме углы тригранныхь 
тгловь О и 0, также равны и потому самые триграиные углы 
|. и О, равны ‘между собою ($ 920). Изъ АВЕ Изь 
тригранпыхъ угловъ сафдуетъ. равенство У НЫ 
сяЪдов. плоскфе углы тригранныхъ угловь 5 и 5, ра зы: по: 
тому что эти тригранные углы суть’ углы ПО и 

тригранныхъ угловь О и Она изъ этого сафдуетъ, р 
гранные углы 5 и 5, равны $ 220). то 
$ 294, ТЕОРЕМА. Если об тригранногив узат 5 АВС (черт. 975) 

5 


с 


два плоскихв угла 45С и С5В равны, то про- 
тивуположные имз двураиные уды СВЗА 4 
САЗВ такое равны. - 
„‚Доказ. Проведя въ плоскости 458 аинИо 
50, раздфаяющую плоскй уголь 45В по по- 
дамъ, вообразимь плоскость 05С, проходя- 
щую чрезъ лиши 50 и $6, тогда составятся 
два тригранныхъ угла 5АСО и $ВС0, кото- 
С  рыхъ плосме углы соотвётственио равны. Изъ 
Черт. 275, этого сдфдуетъ, что двугр. угла. СА5В = двуг. 


И а Если ов триранпомве увль АВС (черт. 971) 


г 'А равны, то про- 
два доураннытв улла САЗВ и СВЗАр 
А же имг плоске умы С5В и С$А так- 
эке равны. В 
'Доказ. Если вообразимъ дополнительный уголь 
Г] ОГММ, то, всафдстые предиоложениаго равен-. 
2 


гранныхъ угловъ С45В и СВ5А, плосые 
| а вы СОМ и ОВ триграншаго угла О равны; 
[7 слдов., по предъидущей теорем, и Не 
с вуположные имъ двугранные ХОММ и Г и 
Черт. 274. равны; а такъ какъ углы $ но суть Но 
дополнительные, то изъ равенства этихь ры уг. 
сафдуотъ равенство плоскихъ угловъ А5С и . 
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Очевидно, что ‘если вез 


плоске углы триграннаго равны 
между собою, то и двугранн: 


ые углы его равны, и наоборотъ. 
$ 225. Если продолжимь ребра триграннаго угла 5АВС 
с, (черт. 276}, то плоскостями 4,58, В,5С, и 
ии, С.5А, образуется повый тригранвый уголъ 
уА,В,С, который называется вертикальным 

утчом перваго. 

Такь как вертикальные тригранные углы 
имвоть соотвфтственно равные плоско углы: 
2 458 = 24,58: С ВУИ В.С, и 2456 
= 4,5 С, то, по $ 219, и двугранные ихъ уг- 
лы равны. Но вертикальные тригравные углы, 
‚имя всё части соотьётетвенно равных, ие 
: тъ быть совыфщаемы; сафдов. эти углы 
егда симмотричные. 


ГЛАВА Ш. 


О многогранникахъ, 


ПРизмы, ПАРАДАЕЛЕНИИЕДЫ И пирамиды, РавЕиСТво ПРИЗМЪ и пиРА- 
мидъ. Симмехричиые миогогрАНИИКИ, ПРАВИЗЬНЫЕ — МНОГОГРАИНИХИ, 
Подоыв миогограННИКОВЪ, 


Призмы, параллелепипеды и пирамиды. 


$ 2926. Часть пространства, ограниченная со вовхъ 
сторонъ многоугольниками, называется многогранпикамь. 
Самые многоугольники называются сторонами, стороны 
многоугольниковъ — ребрами, вершины многоугольни- 
ковъ — вершинами многогранника. 

Сумма сторонъ миогогранника называется подерио- 
стью его. 

Очевидно, что простЬйций изъ вебхъ многогранниковъ 
есть многогранникъ о четырехъ сторонахъ, пото 
три плоскости не могутъ ог 

Многогранникъ, 


му что 
‘раничить пространство. 

ограниченный четырьмясторонами, на- 
зывается четырераниикомь или тетраедр 


омё, многогран- 
никъ о шести сторон: 


ахъ — местишранцикоь или эксаедромь, 
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о восми сторонахъ—осмигранииком» или октаедромь, о 
двфиалцати сторонахь — дейиадцатиграниикомь пли д0- 
декадромь, о двадцати сторонахъ — дед цатиграииикомь 
или ‘икосаедромь. 

Друме многограниики рЪфдко означаются особенпы- 
ми назвашями. 


$ 227. Мног—къ АВСРЕЕММРО (чер. 277), котораго 
дв стороныАВСРЕи ЕММРО 
суть два равныхъ мно- 
тоугольника, лежащихь въ 
параллельныхъ плоскостяхъ, 
а друйя стороны АВМЁ, 
ВСММ...., — параллелограм- 
мы, называется призмою. 

Черт, 277 Черт с Параллельные многоугольни- 
хи АВСОЕ и ИМРО называются основишями призмы, 
у ними, т. е. перпендикузяръ 5Т, опу- 
пибудь точки одмого осповашя на 


а разстояше мея 
щенный изъ какой 


другое — высотою 
Очевидно, что боковыя ребра призмы параллельны и, 
такъ какъ они закаючаютел между параллельными ило- 
скостями, равиы между собою. 
Смотря потому будуть ди основашя призмы триуголь- 
пикъ, четыреугольникъ или какой-нибудь мпогоугольникъ, 
призма называется триуючьною, четыреуоньиую или 


многоугольною . 

Плоскость АСМГ, (черт. 277), проходящая чрезъ два 
боковыхт, ребра не смежныхь между собою, пазывается 
Опнопалшною плоскостью. Очевидио, что магональныя 
плоскости, проведенпыя чрезъ одно и то же ребро, раз- 
двлиють велкую призму на триугольныя призмы, имфю- 
ища одинакую высоту. 

Призма называется иаклонною (черт. 277), когда боко- 
выл ребра не перпендикулярны къ основашямь, и—пря- 
мою (черт. 278), когда опи периепдикулярпы къ нимъ- 


— 24 — 


Очевидн к 
р и о боковыя стороны прямой призмы 
а я - 278} суть прямоугольники и что прямыя. 
Е ъ равными основашял 
и ми и высота» 
ложени совпадаютъ. о 
Прямая призма, которой  осповашя 


пра 
многоугольники, называет лы 


Е Ё я правильною; лишя, сое- 
линяющая центры двухъ основашй, на- 
зываетея 0сю призмы. 


Когда призму РЕ (черт. 279) перес+- 
чель плоскостью АММР пе паралаель- 
ною оспованйо, то получимь мпогограи- 
никъ АРСВ РММ, который } 
о с Усьчениой призмою. 

Черт. 279. 


$ 228. Призма АВСРЕМЛХР (чер. 280), которой осно- 
м м м м вашя АВСР и ГИМР 
суть параллелограммы 
пазывается яаралле- 
С епипедомь.Лишя ВР, 
сет соединяющая верши- 
[ерт. 280. ч У ) 
Зоны тригранныхь т о ия ва 
ралаелепииеда. Прямой параллеленииедь АВСОЕММЬ 
(черт. 281), котораго осповашя прямоугольники назы- 
в параллелепипедомь; три ОА его 
а ь м изъ одной вершины называется 
т т плно, что веф стороны ирямоуголь- 
раллеленииела прямоугольник: 
Прямоугольный параллелепипедъ, котораго всЪ т 
изм$ реня равпы, называетел кубоиь. Очевидно ”. С 
стороны куба суть равные квадраты. НЕ 


называетсл 


М 
ИИ 


И 
й 


С 
И | 


И 


Параллеленниедь, вотораго веЪ стороны ромбы, на- 
зывается ро-ибоедрогмь. я 


14 


—_-.- 


— 219 — 


$ 229. Теоремл. Во вслкомь параллелепипедь проти- 
м № вуположныя стороны равиы и парал- 
\ чельны. 


Положимъ, что АМ (черт. 282) па- 
раллелепипедъ; требуется доказать, 
> что параллелограммы АРО и ВММС 
м эвэ. равны и параллельны. 
„Доказ. Такъ какъ ребра ГР и ММ равны и парал- 
дельны, а ребра ГА и МВ также равны и паралдель- 
ны, углы же АЕРи ВММ, вельдств!е паралледьности ихъ 
сторонъ, равпы, то параллелограммъ АЁРР равенъ и иа- 
раляеленъ параллелограмму ВМС. 
Подобнымь же образомъ можно доказать равенство и 
параллельность другихъ противуположныхь сторонъ. 
$ 230. Теорема. „41гонали вслказо параллелепипеда 
взаимно пересшкаются и дплятсп пополам, 
м м ‚Доказ. Въ параллелепипед% АМ (черт. 
№1. 283) ребра МР и АВ равны и парал- 
дельны; слфдов. четыреугольникъ АВМР. 
параллелограммъ, а потому д1агонали 
АМ и ВР лежатъ въ одной плоскости 


ы АВКР, пересъкаются и длятся взаим- 


Ар. 283 
по пополамъ. 
Подобнымъ же образомъ, доказывается, что каждая па- 


ра четырехъ дтагонадей параллелепипеда: ТС, МО, АМ 
и ВР пересъкается и дфаится пополамъ. 
Очевидно, что всф четыре дагонали параллелепипеда 
пересвкаются въ одной точк$. 
мм Если въ прамоугольномъ параллелепи- 
т, педБ АМ (черт. 284) проведемъ лаго- 
Р | наль МЮ и линю ВО, то изъ прямо- 
в_\ | сугольнаго триугольника МВ найдемъ: 
Ир=ВМ--ВО*, а изъ прямоугольнаго 
приугольника ВАР  получимъ: 


ро 
Черт, 284. 
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— рае ра: з. 
ВР*= ВА*-+АР* = ВАНВС; вставляя, паходимъ 

М* = ВМ?--- ВС?-+ ВА, 
т. е. квадрать д'агонали прлмоугольнаго параллелепипеда 
равияетсл суимь квадратов треб его` излирений. 


_ Изъ этого слфдуетъ, что четыре дюгонали прямоуголь- 
наго параллелепипеда равны между собою. 


$ в 1. Творимл. Боковая повержность вслкой призмы 
Равилется боковому ребру сл, имиоженному 


С [$ па периметрь перпеидикуляриаго стчеши. 


№ [5 Пусть будеть АВСБабеа (черт. 285) 

какая нибудь призма и ЁММР сьчеше 

в перпендикулярное къ боковымь ел реб- 

КЕТЬ рамъ; требуетсл доказать, что боковая по- 
Черт. 985.  Верхность призмы равняется: 

(ГМ -н- ММ-н. МР -н РГ). да. 

Доказ. Замфтивъ, что площади параллелограммовт 

А4, Те, (6 и Ва равны Аа. ГР, Па. РМ, Сс. ММ и 

В. МГ, и что боковыя ребра призмы равны между со- 

бою, найдемъ, что боковая поверхность призмы равна 


(ГМ -- ММ -- МР-+- РГ). Аа. 
Изъ этого предаожешя слфдустъ: 


1. Боковая поверхность прямой призмы равняется вы- 
сотф ея умноженной на периметръ основан. 


2. Если означимв. чрезъ а высоту прямоугольнаго па- 
раллелепипеда и чрезъ $ ис стороны его основан такъ, 
что лини а, фи с представять три измёреня парал- 
лелепипеда, то боковая поверхность его будетъ равна 
(26 -—= 9с)и. Сумма площадей обсихь эснованй равняется 
26с, слЪдов. вся поверхиость ‘паралаелелинеда равняется 
2 (аб = ас -н 66). г 


<. 
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$ 232. Многогранникь 5АВСРЕ (черт. 986), кото- 
з раго. одна сторона АВСРЕ какой-ни- 
й будь многоугольникь, а друг стороны 
А5В, В5С,... триугольники, сходящщеся 
12ВЪ одной общей точкв 5, называется 
пирамидою. Многоугольникъ АВСБЕ на- 
С — зываетсяосиовашемь, точка 5 — вершиною, 
Черт. 286. а периендикуляръь 50, опущенный изъ 
вершины 5 на осповаше, — высотою пирамиды. 


Пирамида называется триугольной, четыреугольной 
или многоугольной, смотря потому будетъ ли основаше 
триугольникъ, четыреугольникь иди какой нибудь мно- 
гоугольникъ. 


Плоскость 450, проходящая чрезъ два несмежныхъ 
ребра 5А и 5С, называется О’ональной плоскостью. 
Очевидно, что псякая пирамида ЗАВСВЕ можеть быть 
раздЪяена па триугольныя пирамиды 5АВС, 5АСО, ЗАЛЕ, 
магональными плоскостями АЗС и 450, проходящими 
чрезъ одно и то же ребро 54. 


Когда основаше пирамиды есть правильный мпого- 
угольшиь и центрь его совиалаеть съ основашемт вы- 
соты (черт. 287), то пирамида назы- 
вается правильною; высота въ этомъ слу- 
чаф, называется также осью пирамиды. 
Очевидно, что триугольники АУВ, №50.., 
г образуюцие правильную пирамиду, равны 
между собою, потому что стороны осно 


ВЕС. я - 
Черт, 287. Ваши равиы, и ребра ипрамиды, какъ 


паклонныя равшо отстояция отъ оси пирамилы, также 
равны. Высота одного изъ этихь триугольниковъ, т. е. 
периенаикуляръ, оишущенный изъ вершины пирамиды на 


ся аповемою 


пакую пибудь еторену осповашя, называ 
пирамиды. 
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Если пересфчемъ пирамиду 5АВСПЕ (черт. 287) пло- 
скостью ЕМУРО параллельной основашю, то получимъ 
многогранникьъ АВСРЕЕММРО, который называется усь- 
чениой пирамидою. Съчеше ГММРО называется вержиимь 
осповашемь, а разстояше его отъ вижняго основашя 
АВСРЕ—высотою. 

Когда пирамида 5АВОСЕ правильная, то и усЪченная 
пирамида называется правиьною, и въ этомъ случа 
высота одной изъ трапеций, составляющихь боковую по- 
верхность усЪфченной пирамиды, называется ел аловемою. 


$ 233. ТкорЕмА. Плоскость, параллельная осповапю 
пирамиды, раздьдиеть ребра и высоту еп па пропорцао- 
пальцяя части и даеть вё сичеши многоугольнике, подоб- 
пый оспованйю. 


Положимь, что ЗАВСОЕ (черт. 288) 
какая нибудь пирамида, 50  высо- 
та ея и 06е4е сЪчеше параллельное 
основано; требуется доказать, что 


ЗАВ МОНО и что много- 
За боб 


угольники АВСРЕ и абс4е подобны меж: 
слу собою. 

„Доказ. Проведемъ плоскость чрезъ 

в ребро 5А и высоту 50 и пусть бу- 

Черт. 288. дуть АО и 40 лиши пересфчешя ея 

съ плоскостями АДСОЕ и абс4е. По & 202 слфдет. 1, 

лини АВ, ВС, СЮ, ПЕ, ЕАи АО соотвфтетвенно 
параллельны лишямъ аб, 0е, с4, 4е, еа и ао; слфдов. 


54 _ 5В 
5а 50 


_ 50 _ 5Е_ 50 


54 5 50 


Такъ какъ стороны многоугольниковь АВСРЕ и 
аде4е соотвфтственно параллельны, то углы ихъ. ран- 


—-. 
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ны Долье, изъ подобя триугольниковъ 
А5 _ АВ 


А5В иа5% садуетъ: =, а изъ по- 
а, аб 
ь З А5' 
доб триугольниковъ АбЕ и а5е: Ре 
а, 
АЕ АВ _А 
— у слБдов. —— = —. 


ае аб ае 
с Подобнымъ же образомъ доказывается 
пропорщюональность и другихъ сторонъ 
многоугольниковь АВСРЕ и афсце. 
Черт. 288. Такъ какъ площади подобныхъ много- 
угольниковъ относятся какъ квадраты сходственныхъ 
сторонъ, то 


АВСРЕ — АВ. 


абсйе: аб? ' 
› сафдов. 


АВСПЕ _ 50* 
аб 50’ 
т. е. площади осповашл и параллельназо сему съчешя. от- 
носятся между собою, какъ квадраты ижь разстолшй 
оть вершины пирамиды. 
$ 234. ТеорЕмл. Есам двь пирамиды илиьють рав- 
пыл высоты и основаши 
иль лежать во одной пло- 
скости, то площади, про- 
истодлщел отв пересьченгл 
плоскостью параллельной 
осповашёямв, будуть про- 
порцональны площадямь 
оспованай. 
Черт. 289. Пусть будуть 5АВС и 
ОГММРО (черт. 89) дв пирамиды, которыя имфютЪ оди- 
накую высоту А, а основашя которыхъ АВС и ГММРО 
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лежатъ въ одной плоскости и положимъ, что абе и 


{тпр] сБчешя, образуемыя плоскостью параллельной 
АВС _ ТММРО 


аб6 тира’ 


основан!ямъ; требуется доказать, что 


„Доказ. Положимъ, что плоскость сфчешя встрёчаеть 
линию КИ въ точкВ Т; тогда по предъидущему 6: 
АВС _ ВО? ТГММРО_ В. АВС _ГММРО 
абс ВТ: тпра ВТ’ ен абс тпра ° 

Изъ этого предложеня слфдуетъ, что если основаня 
АВС и ГММРО равновелики, то сфчешя абс и пира 
также равновелики. 

$ 235. ТеорЕмл. Боковая поверхиость правильной 
пирамиды равилется периметру основашл улмноэюенному 
на половину аповемы. 

Доказ. Боковая поверхность правильной пирамиды 
состоитъ изъ равныхъ триугольниковъ, а площадь каж- 
даго изъ нихъ равняется сторон основаня, умноженной 
на половину аповемы. 

$ 236. ТеорЕмл. Боковал поверхность правильной 
Устчениой пирамиды равилетсл полусумль периметровь 
ел оспованйй умпоэкенной на аповему. 

Доказ. Боковая поверхность правильной усфченной 
пирамиды состоитъ изъ равныхъ трапецй, а площадь 
каждой изъ нихъ равняется полусуммВ параллельныхь 
сторонъ умноженной на высоту трапещи. 

Очевидно, что боковую поверхность правильной ует- 
ченной пирамиды можно выразить также произведешемь 
периметра съчешл, раздьляющаго боковыя ребра попо- 
ламь, па аповелу. 


Равенство призмъ и пирамидъ. 


$ 237. ТЕОРЕМА. „Даю призмы равны, коа излюте равныя 
осиовашл, по’равиому триранному узлу и по разной боковой сто- 
ронь этою узла. 
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Положимъ, что въ приз- 

т махь АМ и ГТ (черт. 290) 

тригранные углы Ан Ё рае: 
вы и что кром$ того 4ВСВЕ 

ТММРО; и АЕКЕ = ГОУВ 

требуется доказать, что эти 

призмы равны. 

‚Доказ. Вложимъ призму РТ 
въ призму АН такъ, чтобы 
основашяи тригранныеуглы 

Черт, 290. и совмфстидись, тогда ребра 
ТД и ГМ совмфотятся съ ребрами АЁ и АВи параллелограмьгь 
1.5 совпадеть съ параллелограммомь Аб, садов. ребро М5—съ 
ребромъ Вб. 

Подобнымь же образомъ доказывается, что и друмя ребра 
совмёстятся. 

Изъ этого предложения сафдуетъ: 

1. „Доь призмы равны, позда имьютз равныя основашл и по 
доь смежлыя стороны соотеъьтетвенно ралиыл и одинаково рас- 
почооюениыя, потому что въ этомъ случаЪ тригранные углы, 
заключенные между этими сторонами, равны ($ 220). 

2. „Дот призмы равиы, кода имтютб разныя основашя, по 
равной и одинаково расположенной сторонь и по равному дву- 
зринному уг, заключенному между ними, потому что въ этомь 
Случав и тригранные углы, соотвфтствующе этимъ сторонамь 
и двугранному углу, равны ($ 284, 

$ 238. ТЕоркма. „Да инрамиды равны, кода импютг рав- 
пыл осповашя, по равной и одинаково расположенной сторон и 
по равпому доузраниому узлу, закзиочениому между ними. 

Положимъ что въ пирами- 
дахъ 5аВСОЕ и $,4,В,СО, 
(пет 391) АВ СВ. „В, СИ 
А5Е 4,5, Е, и двугр. 
5АЕЙ = двуг. угл $0; 
требуется ‘доказать, что эти 


.д о С, пирамиды равны. 

< ® „Доказ. Вдожимъ  пирами 

ры р т, т АУ 5А,В,СЛЕ, въ пирамиду 

УАВСОЕ такъ, чтобы основан 

Черт. 294. и равныя стороны 45Е и 4,5, Е, 

совпали, тогда ребра Е,5, и ЕП, совмфстятся съ ребрами Е$ 

и ЕЙ, и триугольникъ Е,5. 0), совпадеть съ триугольникомъ Е$Б. 

Подобиымь же образомь доказывается, что и друмя стороны 

вовиаду 
зъ этого предложешя слфдуетъ: 

1. Даь парамиды равны, козда илтлота равныл осиовашя и по 
деф смежныя стороны равныя и одинаково расположенныл, пото- 
тому что въ этомь случав и двугранные углы, заключенные 
между осиовашемь и этими сторонами, равны ($ 290). 


5 5 
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2. Даь триуюльныя пирамиды равпы, кода импютё по три 
стороны соотеътственио равпыя и одинаково расположениыя. 

3. Даь триуюльныя пирамиды равны, когда имьютг по равно 
34) двуграипому узлу, заключенному между двумя соотатт стченно. 
равными и одинаково расположенными, сторонами. 

$ 239. Если чрезъ какую нибудь вершину многогранника про- 
ведемъ плоскости, проходищи чрезъ всё его ребра, то много- 
гранникъ раздфаится на рядъ пирамидъ, которыя будуть имёть 
общую вершину и дчя которыхъ стороны мпогогранника бу- 
дуть служить основанями. Такъ какъ всякая пирамида мо- 
жетъ быть раздфлена дагональными плоскостями на триуголь- 
ныя пирамиды, то и всяк многогранникъ раздфаитсл на рядъ 
триугольныхь пирамидъ. 

Когда два многограниика равны, то они, очевидно, могуть 
быть раздфлены па одинакое число соотвфтственно равныхъ и 
одинаково расположениыхъ триугольныхь пирамидъ. Наобо- 
роть , когда два миогограниика раздфлнотся на одинаков 
число соотвфтственно равныхъ и одинаково распозоженныхь 
триугольшихь пирамидъ, то таме многограниики равны меж- 
ДУ собою, потому что опи при вложеши однаго въ другой 
совмёстатся. 


Симметричные многогранники. 


$ 240. ДьБ точки 4 и 4, (черт. 299) называются симметрич- 
ьно плоскости МУ, когда лишЯ 
АА, соединяюн ихъ, периендикулярна къ 
этой плоскости и дВаится ею пополамъ. 
Теорема. Если дат точки Аш В (черт 299). 
прлмой АВ симметричиы относительно плоско- 
Мсти ММ двум точкамв А, и В, друюй прлмой 
А.В» то всякал тонка С первой прлмой имльетв: 
симметричпую точзу па второй прямой. 
Доказ. Соодинимъ точки и В съ точками 


о Ч и В, и положимь, что плоскость, проходя- 
ив щая чрез лиши 44, и ВВ,, пересёчеть пло- 
Черт. 99; скость ММ по мийи РО Если точки С 


опустимь периендикуляръ на изоскость ММ, то этоть периен- 
дикуляръ очевидио лежитъ въ плоскости АВ,, потому что пло- 
скость АВ, перпендикуанриа къ плоскости ММУ Позожимъ, что 
этотъ перпендикуляръ пересфчеть линйо РО въ точкё О и про- 
должеше его пересфчеть линйо 4,В, въ точкф С,. Такъ вакъ че- 
тыреугольники АРОВ и АРОВ, при наложеши совпадаютъ, 
то изъ этого сафдуеть, что С0 = С,0, т. е. что Си С, точки 
симметричный. 

И такъ всякой точк® прямой АВ соотвфтствуетъ симметрич- 
пая точка на прямой 4,В,. 

Двф прямыл, которыхъ точки взаимно симметричны  относи- 
тельно ифкоторой плоскости, пазываются лилии симметрично 
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расположенными или просто симметричными линёлми. Изъ равен- 
ства двухъ четыреугольниковь АРОВ и А,РОВ, слфдуетъ, что 
АВ'— А.В; это значить, что разстолийе доу2жз каких нибудь то- 
чек равияется разстолийю иж симметричных точек. 


$ 241 ТЕОРЕМА. Если три точки А, В и С (черт 993) лежа- 

6 в чл па плоскости РО, симметриины 

Р\ ^ 27° Ф оПиосштельно плоскости ММ тремв 
и) точкама А, В, и С,, лежащим на 
друюй плоскости Р.О, то веякал 
точка П первой плоскости импетё 
симметричиую точку на второй 

№ —п-оскости. 

'Доказ. Опустимъ изъ точки 0 
периендикуляръ на ММУ и поло- 
жимъ, что продолженте его иересф- 
четь плоскость Р,0, въ точк® П 
а, Плоскость, проведенная чрезь 

7 нИГАА, и0Ь,, периендикулярнакь 

плоскости ММ, равио какъ пло- 
скость, проходящая чрезъ лиши 
Черт, 293. ВВ.и СС,; саЪдов. лини пересфче- 
ии ЕЕ, этихь двухъ плоскостей также перпендикулярна къ ММУ 
($ 209 савдот. 2). Нотакъ какь лини ВС и В,С, имфютъ по дв 
симметричия точки Ви В, Си С, то эти лиши, по предъидуще- 
му $, симметричныя, и потому Ее=Е,е. Вслвдстве этого и лиши 
АК и А.Е, имъющя также по дв симметричныя точки: АиА,, 
ЕиЕ, симметричны, и потому точки Ди 0, лежация на этихъ 
чиняхъ, будуть симметричными точками. 

И такъ вслкой точкв плоскости РО соотвфтствуетъ симме- 
тричная точка на плоскости Р.О. 

Двф плоскости, которыхъ точки взаимио симметричны отно- 
сительно ивкоторой плоскости, называютсяя тоскостлми симме- 
тричио расположенными или просто симметричными плоскостями. 

$} 212. Если соединимь между собою точки 4, В, С ий (черт. 
293) также то А, В, С, ид, имъ симетричныя, то триугольни- 
ки АВС и А,В,С, имыоцие три соотвфтственно равныя сторо- 
ны, равны; также равны и триугольники ВСВ и В,С,0,; слЪдов. и 
четыреугольники АВОС и 4,В,0,С, равны между собою. 


Подобнымь же образомъ доказывается, что вообще мно- 
тоугольники, которыхъ вершины суть взаимно симметричныя 
точки, равны между собою, потому что таке многоугольники с0- 
стоятъ изъ равныхъ триугольниковъ. 


Многоугольники, которыхъ вершины точки взаимно симметрич- 
ныя относительно нёкоторой плоскости, называются мног- 
упольниками симметрично располозкенными, или просто сим.метрич- 
ными многоугольникаии. 


о 


Очевидно, что симметричные многоугольники лежать въ спме- 


тричныхъ плоскостяхъ. 


$ 243, Многогранники, которыхъ вершины суть точки взаи- 
мпо симметричныя относительно ифкоторой плоскости, назы- 
ваются симлетричными многогранниками, а плоскость, отпоси- 
тельно которой они симметричио расположены — плоскостью 
симметр/и. 


Очевидно, что всф стороны двухъ симметричныхъ мпогогран- 
никовъ будуть миогоугольники соотвфтственно симметричные, 
садов. и соотвтственно равные {$ 2417, и что всякой точь, 
взятой на поверхности однаго мпогограниика, соотвётствуеть 
ъсегда симметричная точка на поверхности другаго. 


ВслЪдств!е равенства сторонъ тфаесные углы двухъ симме- 
тричныхь многогранниковъ будуть составлены изъ плоскихь 
Угловъ соотвфтетвенно равныхъ. 

я Пусть будуть би 5, (черт. 294) симме- 
тричныя вершины двухъ симметричных 
многогранииковъ , ММ плоскость симме- 
три и положимь, что 5АВСЬЕ и 
А 5,4,В,.С.0,Е, тфлесные углы этихь мно- 

р гогранников при точкахь $ и 5, и что 
/ точки 4, В, С,, 0, Е, симметричны 
в с точкамь А, В, С, Ю, Е. Если вообра- 


м зимъ плоскость чрез лини! 54 и 5С, так- 
М же плоскость чрезь лиши 5,4, и5,С, то, 
по предъидущому, триугольники АВ, 


.А5С и С$В будутъ соотвтственно сим- 
метричны и равны  триугольникамъ 
А,5.В› 4,5,С, и С,5,В, такъ что три- 
чы 5АВСи 5,4, В, С,будутъ с0- 
ены изъ соотвётственно ‘равныхъ 
плоскихь угаовъ, и потому, по $ 949, 
двугр. угл. 5АВС = двуг. угл. 5,4,В,С,. 
Изъ этого мы заключаемь, что вв симме- 
Черт. 294. эпричныхв мнозогранникахь двугранные углы 
соотаьтственио равны. 
$ 244. Если два симметричныхъ мпогогранника разд$лимъ пло- 
скостями, проведенными чрезъ дв симметричный вершины, па 
четыреграниики, то эти четыграниики по парно симметричны, 
потому что ихъь вершины взаимно симметричныя точки. Саф- 
дов. два симметричныхъ многогранника могутъ быть всегда раз- 
АЪлены на одинакое число симметричныхь четырегравниковъ; 
наобороть, когда два многогранпика раздфаяются на оди- 
накое число по парно симметричныхъ четырегранниковъ, то та- 
ве многогранники симметричны. 


$ 245. ТкоРЕМл. „Деа четырераниика, которышв стороны со- 
отопатственно равиы, будутв или равны 'или симметричны. 
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р „Доказ.Пустьбудеть ПАВС(чер. 
а 295) какой нибудь четырегран- 
викъи положим, чтотриуголь- 
никъ абс равенъ триугольни- 
ку 4ВС. На трнугольникв абс 
6 можно построить только два 
четырегранника, имбющихь 
стороны соотвфтствеино рав- 
ныл сторонамь четыреграи- 
ника ДАВС, а именно четы- 
\)‚ регранники 4абс и Час. 
’ Но четыреграниики ОАВС и 
Черт. 205. 4афс, поу 338 слЪдст. 9, равны 
между собою. Что касается до четырегранниковъ абс и 4,а5с, 
то ие трудио удостовфриться, что они симметричны относитель- 
но паоскости абс. Въ самомъ дфлф, пусть будеть М какая ни- 
будь точка на поверхности четырегранника Час; опустимъ изъ 
этой точки периендикуляръ на плоскость абс и положимь, что 
онъ вотрфчаеть эту плоскость въ Р, а иродолжеше его встрёчаеть 
поверхность другаго четыреграниика въ М,. Изъ точки Р ону- 
стимь перпендикуляръ РО на диино ас и чрезь лини ММ, и 
РО проведемь плоскость, которая пересфьлабы стороны 4са и 
Ч, са по лимямъ МО и М,0. Такъ какъ тригранные углы абс 
и а64,с составленныя изъ равиыхъь илоскихь угчовь, то дву- 
гранные ихъ углы соотвфтственно равны, и потому углы МОР 
и М‚ОР. какъ линейные углы равныхъ двугранныхь угаовъ, 
равны между собою. Изъ этого сафдуетъ, что прямоугольные 
триугольники МРО и М,РО равны, и иотому МР = М.Р, а это 
значить, что Ми М, точки симметричных относительно изо- 
скости абс, 


И такъ всякой точкв четыреграииика 4а6с соотвфтствуеть 
симметричная точка на четырегранникв 4,афе, садов. эти два 
четырегранника симметричны. 


Изъ этого слфдуеть, что всяк четыреграиникт можеть имфть 
только одинъ симметричный четырегранникъ, а такъ какъ сим- 
мотричные многограиники состолтъ изъ симметричныхь четыре- 
гранниковъ, то и всяк миогограиникь можеть имфть только 
одииъ симметричный многогранникъ. 


$ 246. Когда симметричные ‘миогогранники расположены си- 
метрично относительно плоскости симметрш, то они иазываютсл 
сниметричнылие по положено; въ дру случаяхь—симметрич- 
ними по виду. 


Если плоскость раздфаяеть мпогограиникъ на двф части с 
мотричныя отиосительно этой плоскости, то я Плоскость 
называется плоскостью симметрёи. 


Есть миогограниики, которые имфють ивекозько пзоскостей 
симметри: примая призма имфеть по крайней му одну пло- 
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скость симметри, а именно плоскость, раздалющую боковыя 
ребра пополамъ; прямоугольный паразлелепииедъь имфеть три 
плоскости симметруи, а именно плоскости раздфатющия, боковыя 
ребра поползамь; въ правильной призм и правильной ‚пирами- 
АЪ всякая плоскость, проходящая чрезъ ось и чрезъ радгусъ паи 
аповемуосновашя, есть паоскостьсимметруи, потом 

что дЪлить основане пополажмь ($ 126 слделв. 5). 

Если многогранникъ имфетъдв$ плоскости снм- 
метр, то лин пересьченя ихъ называется осью 
симметрги. 

Ось правильной призмы изи пирамиды есть 
также ось симметрии; прямоугольный нараллезепи- 
педъ АВ (черт 296) иметь три оси симметрии 

В ав, в4 ие/, представаяющуия лиши пересфчошя 
Черт. 296.  трехъ его плоскостей симметрии. 


$ 247. ТЕОРЕМ 
Е В: 


ЕСС (черт. 
"д5 АС ина ден 


Вслкал дипонйлнал пдоскость 
997) оклитв пира. 

триугольныя призмы 
сим метринныя по виду. 


‚ни оказ. Вообразимь, что триугольныя 
призмы АВСЕЕС и АОСЕНС ‘раздфле- 
ны изъ точекь Е и С на триугольныя 
пирамиды. Очевидно, что каждая призма 
раздфаится на три триугольныя пира- 

А — миды, которыя имфютъ соотвётственно 
Черт. 297. равныя стороны; но такъ какъ эти пир - 

миды не могуть быть совмфщены, то они симметричны ($ 245), 

и потому и самыл триугольныя призмы симметричны. 
$ 248. Симмотри по виду и по позоженйо вст рёчается вось- 

ма часто въ произведешихъ природы и искуства. Тфло почти 

всБхъ дшвотныхъ состоить изъ двухъ симметричныхь частей. 

Растительное „царство представияеть замфчательные |примёры 

симметрии: почти каждый цвфгокъ имфеть покрайней мёрф одну 

плоскость симметрии. : 
Между каждымъ предметомъ и его изображешемь въ зерка- 

В есть кажущаяся симметрии по виду и положению. — 

Въ произведеняхт искусства мы встр®чаемть сниметрио на пр. 
между частями правизьнаго здашя, моста, корабля, почти всей 
нашей мебели и др- 


Правильные многогранкики. 


$ 249. Правильнымв мпозозранни ом; называется многогран 
пикъ, котораго всЪ ребра, стороны, плосме, двугранные и т%- 
лесные углы равны между собою. р 

Изъ равенства сторонъ, ребръ и плоскихъ угаовъ сафдуетъ, 
что стороны правильнаго многогранника суть правильные мио- 
гоугольники, равные между собою. 
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Сторона правильнаго многогранника не можеть имфть бол®е 
пяти вершинъ. Въ самомъ дл, такъ какь каждый тБлесный 
Уголь состоитъ, по крайней мфрЪ, изъ трехъ плоскихъ угловъ, 
которыхъ сумма менфе 44, а уголъ правильнаго шестиугольни- 


ка равенъ 36 то очевидно, что изъ правильныхъ шести- 


гольниковъ, а тфмъ болве изъ правильныхь многоугольников, 
имЪющихъ большее число сторонъ, нельзя составить правиль- 
ный многогранникъ. Правильные многограниики могуть быть 
составлены только изъ равностороннихь триугольниковъ, ква- 
дратовъ и правильныхъ пятиугольниковъ. 

Изъ равностороннихъ триугольниковъ можно образовать три 
правильныхъ многогранника: 

1) Правишиый четыреранникв или тетравдрё (черт. 298), 
Чёрт, 208. — Черт. 299. Черт. 301. имъющи 4 стороны, 6 

Ц ребръ и 4 тригранныхь 
угла. 

3) Правильный осми- 
зранникв или октаедуз 
(черт. 299), имвфющи 8 
сторонъ, 18 ребръ и 6 
четырегранныхъ угловъ. 

3) Правильный двадца- 
тиарапникг или ивосаедрв 
ь (черт. 300), имыющий 20 
сторонъ, 30 ребръ и 18 
патигранныхь угловъ. 

Многограиный уголь, 
состоящий изъ равносто- 

- д рониихъ триугольниковъ 
Черт. 300. Черт. 302. не можеть имфть б04%е 
пяти плоскихь угловъ, потому что каждый изъ нихъ равенъ 


31 и сумма шести такихъ угловъ равна 44. 


Изъ квадратовь можно образовать только одинъ правиль- 
ный многогранники 

4) Правильный шестираниикв или эксасдре т. в. кубе (черт. 304), 
изиоций 6 сторонъ, 18 ребръ и 8 тригранных угловъ. 

Изъ правильныхь пятиугольниковь также можеть быть соста- 
влень только одинъ правизьный миогогранникъ: 


гакъ правильныхь многогранниковъ можеть быть только 
пять: тетравдръ, эксаедръ, октаедръ, додекаедръ и икосаедръ; 

Правильные миогогранники изБютъ весьма важное значеше 
въ кристалаограми. 
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Черт. 303, — Черт. 304. 


Кром правильныхъ мно- 
гогранниковъ встрёчаются 
при изучен кристазловь 
иЪкоторые многогранники, 
не удовлетворяюцие усло- 
виямъ правильнаго много- 
гранпика, нб представаяю- 
ще, тмъ не мене, нфко- 
торую правильность по па- 
ружному виду, таковы: 

1. Октаедрв, состоящй изъ 
двухъ правильныхь и рав- 
пыхъ пирамидь съ ввадрат- 
нымъ оспованемт, (чер 304). 

9. Триузольный додекавдрз, 

состолщй изъ двухъ пра- 
Черт. 305. Черт. 306. вильныхь и равныхъь ли- 
рамидъ съ правильнымь шестиугольнымь основашемь (черт. 306), 


3. Ромбоидальный додекаедре, состолщй изъ 18 равныхъ ром- 
бовъ (черт. 305). 


4. Трапецоедрь, котораго2$ стороны суть равные четыреуголь- 
пики, называемые въ кристаллографии трапецодами (черт. 303). 


Подобйе многогранниковъ, 


$ 250. Два четыреграниика, которыхъ двугранные углы со- 
отвётственно равны и одинаково расположены, называются 
подобными. 
Пусть будуть 5АВС и ОГМУ (черт. 307) два подобныхъ че- 
5 тырегранника. Всафдстые равенства 
двугранныхъ угловъ и тригранные 
ихъ углы соотвфтственно равны 
($ 223), а изъ этого сивдуеть, 
что и плосме углы соотвфтствен- 
но равны. 
Если же на ребрахъ 54; 5Ви 5$С 
т, ум отложимъ части 54, = ОГ, 58, =ОМ 
и 56, =ОМ, то составится четы- 
регранникъ 54,В,С,, котораго сто- 
роны соотвфтственно равны сторо- 
Черт. 307. намъ четырегранника ОГММ, и по- 
тому эти четырегранники равны между собою (6 938 слёдотв. 3). 
Всафдстые этого тригранные углы С, иМравны, апотому 24, С, 5: 
2ТМ0 = 46$ и = В,С,5 = 5 ММО = 2 ВС$8; это значить, что 
зиши 4,С, и С,В, соотвфтственио паразлельны линямъ АС и Св, 
сафдов. и плоскости 4,В,С, и АВС параллельны между собою. 
Изъ этого слфдуеть: 


15 


ыы 
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4. Сходственныя ребра подобныхъ тот о. 
порщональны между собою и относлтся какъ высоты и: 
р Сходственныя стороны подобны и площади ихъ оть 
какъ квадраты сходственныхъ реберъ. к ее 
3. Площади сходственныхъ сторонъ пропорщональны ме 
бою. 
Ао, ТЕОТЕМА. „Два четырегранника подобны, козда м 
по’ одной подобиой стороиь и по три двуранныхе уча, Е 
щие кз ноЙ, соотеьтетвенно равныха и одинаково располож . 


Положимъ, что въ четырегранни- - 


5АВСи ОГММ (чер. 307) три- 
Е АВС и ТММ подобны и при- 
9 зежаще двугранные углы соотв®т- 
ственно равны и одинаково распо- 
чожены; требуется доказать, чтодву- 
гранные умы соотвфтетвенно рав- 
между собою. 
м г. НЕА что тригранные 
№ углы А и Г равны, потому что имвють 
о по равному плоскому углу» заваючен- 
Черт. 307 ному между двумя а, 
равными и одинаково В ши 
р у азомъ тригранные уг. Е и: 
ши М. И ъ а жетригранныхь угловъ с 
отъ равенство двугранныхъ угловъ. 

и в, ТЕОРЕМА. ня четыреранника подобны, И 

по ‘равному деугранному узлу, заключенному между беуня ео 
ственно подобными и одинаково располоэкентыми ЕЕ ы 307) 
Положимъ, что въ, И У т 

у ‚АВ = двугр. угл. ’ 

АС ом О ое что эти четырегранники 
одобны. м 
й И Триграиные углы А и Г равны, потому что о 
по равному двугранному углу, заключенному между р 
отвфтетвенио равными и одинаково расположенны нии 
‘углами ($ 994). По той же причин равны и тригран! ря — 
и 0. Изъ этого сафдуетъ, что двугранные углы прим тЫ 
триугольнику 458, равны двуграннымъ угламъ, т НЯ 
триугольнику РОМ; а такъ какъ эти ИЯ год к 

расположены, то четырегранники 54ВС и ОГММ, А 
у $ т 
ИУ Пророми, БД четиреранника подобии, кода мет 
по`три подобиыхв и одинаково расположенных : С. 
ни что въ четырегранникахь 5АВСи Е ЕЕ 
триугольники 458, В5С и С5А соотвфтственно подо’ ен 
угольникамь ГОМ, МОМ и МОГ, и одинаково съ нимъ а 
жены; требуется доказать, что эти АЕ под Е 
„Доказ. Очевидно, что тригранные углы $ и О рав а 
му что составлены изъ равныхъ и одинаково распололн ь 
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плоскихь угловъ ($ 220); сад. двугр. уголь В$АС = двугр. 
углу МОГМ, и потому четырегранники $АВб и ОТММ, имфя по 
равному двуграиному углу, заключенному между двумя соотвфт- 
ственно подобными сторонами, по предъидущему $, подобны. 

Изъ этого предзожешя слёдуетъ, что если четырегранникъ 
5АВС (черт. 307) пересфчемтъ плоскостью А, В, С,, паразлельною 
основанйо АВС, то отофченный четырегранникъ бА,В,С, будетъ 
подобенъ всему четыреграннику. 

$254. Два многогранника, состоящее изъ одинакаго числа по- 
добныхъ и подобно расположенныхъ четырегранниковъ, назы- 
ваются подобными. 

Очевидно, что въ подобныхь многограниикахь двугранные 
Углы соотвфтственно равны и одинаково расположены. 

Тоорема. В подобныхь мпотраниикать сжодстаенныя сторо- 
ны подобны, 

„Доказ. Подобные миогогранники состоять изъ подобныхь 
четырегранниковъ; сяфдов. сходственныя стороны раздфлятся 
на триугольники взаимно подобные и одинаково расположен- 
ные, а потому эти стороны будуть многоугольники соотвфт- 
ственно подобные, 


Изъ этого предложеня с4фдуеть, что вь подобныхь много- 
ранниках: 


1. Сходстоенные мполотранные Узлы равны, потому что опи со- 
ставлены изъ соотвфтственно равныхъ и одинаково расиоло- 
женныхъ плоскихь и двугранныхъ угловъ. 

2. Слодствениыл ребра и д’алонали пропорщональны, 

3. Сходствеипыл сторопы относятся как квадраты, сходствен- 
ных реберб. 

4. Поверхности относлтсл какз воадраты саодственныхе реберг. 


$ 255. ТЕОРЕМА. „ею пирамиды подобпы, козда ихг основан 
подобны и онь пмтьютз по дв смезюлыхь стороны, соотатьтетови- 
ио подобных и одинаково расположенных. 


5 Положимъ, что въ пирамидахь ЗАВСОЕ и 

А забс4е (черт. 308) мпогоугольникь АВСОЕ 

. подобенъ многоуголышку абс4е, триуголь 

5х НИКЪ 45В-—триугольнику а5 и триуголь- 

икъ 85$ С—триугольнику 65с; требуется до- 

казать, что эти пирамиды подобны. 

‚ВЫ, в с „Доказ. Проведя д!агольныя плоскости, 

РЕ” 45, 451 и азс, аз4 паходимъ, что четыре" 

Е о ко гранники $АВС и за6с подобны, потому что 

Черт. 308. имютъ по три соотвфтственно подобныхъ, 

и одинаково расположенных стороны, а именно стороны, со- 
стаставаяющи тригранные углы В иб ($ 253). 

Изъ подобя этихъ четырегранниковъ сафдуеть, что двугр. 
угл. $АСЬ — двуг. угл. зас4, а такъ какъ стороны, заключаю 
щы эти двугранные углы соотвфтственно подобны 'и одинаково 
расположены, то четырегранники 5АСР и зас также подобны. 


15" 


®__ 
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Такимъ же образомъ доказывается подобе другихъ четыре- 
транниковъ. 

Изъ этого предложешя слфдуетъ, что если пирамиду пере- 
сфчоемъь плоскостью параллельной основано, то отсфченная 
пирамида будетъ подобна всей пирамидь. 

} 956. ТЕОРЕмл. ‚Доь пирамиды подобны, когда ихв основан я 
подобны и онь изиьють мо одной сжодствениой сторонь подобной 
и одинаково наклоненной кз основашю. 

Положимъ, что въ парамидахь 5АВСЬЕ и забсае (черт. 308) 
многоугольникъ АВСЬЕ подобенъ многоугольнику абе4е, три- 

5 угольшикъ 45В—триугольнику а56, и что 
двугр. угл. $АВС = двугр. угл. зафе; тре- 

буется доказать, что эти пирамиды подобны. 
5 „Доказ. Проведя магональныя плоскости 
450, 450 и а5с, аз4, находимъ, что че- 

/\ тырегранники $АВС и забс подобны, по- 

в ДАА\етому что ихимоть по равному двугранио- 
У му углу, закмоченному между двумя по- 
а. аково расположенными сто- 

Изъ этого слфдуетъ, что 


ГЛАВА ТУ. 
Измфрене объемовъ тфаъ. 


ОБЪЕМЪ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА, ПРИЗМЫ и пирамиды. ОвъЕмы подовныхть 
ь МИОГОГРАИИИКОВЪ. ЗАДАЧИ. 
Объемъ параллелепипеда, призмы и пирамиды. 
$ 257. Пространство, занимаемое какимъ-нибудь тф- 
ломъ, называется его обемомь. Измрить объемт какого- 
нибудь тБла значить сравнить его съ тфломъ, объемъ 
котораго принять за единицу. За единицу объемовъ 
принимають кубъ, котораго измфревшя суть линейныя 
единицы. Такой кубъ называется кубической единицею. 
Такъ напр. если за линейную единицу принимаемъ футъ, 
то единицею объемовъ будетъ кубичесюй футъ, т. е. 
кубъ, каждое ребро котораго равняется одному футу. 
Два тЪла, имбющия равные объемы, называются рав- 
повеликими. 
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$ 258. ТЕОРЕмл. Объемы двужь примоуюльныхь па- 
раллелепипедовь, илльющихь одинаков основан, относятся 
между собою как высоты. 


Положим, что Аб и АМ (черт. 309) суть два прямоу- 
Н гольныхъ параллелепипеда, имвющихь об- 
Ка щее основаше 4С; требуется доказать, что 
АС _ АЕ 
5] дм —2Г. 
Доказ. Разсмотримъ два случая: 
| с 1-й случай. Положим, что высоты АЁ и 
ерт, 309. — АГ соизмтримы и общая м5ра содержится 
т разъ въ АЁил разъ въ АГ, такъ что т 2. ели 
п 
чрезъ точки дфлешя лини АЕ вообразимъ плоскости, 
параляельныя основанйо, то параллелепипеды Аб и АМ 
раздфлятся на ти я прямоугольных параллелепипедовъ, 
АС _ т 
АМ р, ино- 


равныхъ между собою (6 297); слфдов. 
Аб _ АЕ 
тому Зу= Ат. 
2-й случай. Положимъ, что высоты АЕ и АЁ (чер. 310) 


р двухъ параллелепипедовъь АС и АМ не- 
Е в 
& соизмфримы и докажемь, что отношеше 


9] АС 
т5-— №в дМ 6 МОЖеть быть ни меньше ни больше 


=. № ‚ АЕ 
| отношешя яг. Въ самомъ дфлБ если 


в 


Черт. 310, Аб АЕ 
ам ЯГ’ то вмфето АГ, возьмемъ боль- 


шую лин Ах, такъ чтобы Е. 
: АМ Ах 
нио АЕ на такое число равныхъ частей, чтобы каждая 
часть была меньше 12, тогда, по крайней мврб, одна 


изъ точекъ дленй упадеть между Си 2; положимъ, 


Раздфлимъ ли- 


<... 
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что О есть такая точка. Вообразивъ 
6 чрезъ О плоскость ОЁ параллельную ос- 


Е НЕМ, 


9 нованио, составимъ параллелепипедъ АК, 
т | котораго высота соизмёрима съ высотою 
Аи параллелепипеда АС, слФдов., по предъ- 
в с идущему, имфемъ 
Черт. 310. о 
АЕ 40’ 


Если эту пропорцио раздфлимъ на допущенную нами 


цио маи Е то получимъ пропорцйо 
пропорцио ду = д» гу | 
АМА 
Во 19 


А. 
которая невфрна, потому что щ У аа 101. 


АЕ 

Изъ этого слдуетъ, что предположеше Яма 
не справедливо. 

Подобнымъ же’ образомъ Я обнаружить неспра- 


АС 
экени —, а изъ этого сл$ду- 
ведливость предположешя т а из [у 


Аб _АЕ 
АМ АГ. 
$ 259. Ткоремл. Объемы двужь прлмоугольныхь парал- 


х [23 в 5 и я лелепитедов5 
в и фимьъющихть ра- 
ЕРИУИИ а Е вныл высоты, 
относятся 
со |с| како площади 
= ато основанй. 
& о и НН Положимъ, 
Черт. 344. что прямоу- 
тольные параллелепипеды АС и 15 (черт. 311) имфютъ 
равныя высоты АЕ и Г0; требуется доказать, что 
Аб _ АВСО 
15 — ТММР 


етъ, что 
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„Доказ. Вообразимъ прямоугольный параллеленипедъ 
94, который имфетъ туже высоту, какъ параллелепипе- 
ды АСби 1,5, но въ которомъ а6 = АВ и 6с = ММ. Если 
въ параллелепипедахь Аб и а9 примемъ прямоугольники 
АЕ и а] за основашя, и замвтимъ, что эти прямоуголь- 
ники, по построению, равны, то ($ 958). 

АС _ ВС 
9. 

Если же въ параллелепипедахъ 1.5 и ад примемъ пря- 
моугольники №5 и 69 за основашя, и замфтимъ, что эти 
прямоугольники, по построенно, равны, то 


а 06. 
15 ТГМ 
Умноживъ эту пропорцио на предъидущую, найдемъ 
Аб _ ВС. а 
15 66. 1М 


Но такъ какъ, по построенйю, аб = АВ и 6е = ММ, 
то произведешя ВС. аб и %.ТМ ПЕНИЯ площади 
основанй АВСО и [ММР, слъдов. 


Аб _ АВС 
15 — ТММБ" 


$ 260. Теорема, Объемы двухё прямоугольныхь парал- 
лелепипедовь, имъющить разныл основашя и высоты, от- 
носятся како произведетл площадей осповашй па высоты. 
Положимъ, что параллелепипеды РиР, имЪютъ осно- 
вашямифи6,, авысотами А ий,; требуется, доказать, что. 


Доказ. Вообразимъ трет параллелепипедь ©, кото- 
рыЯ имфаъ бы основаше 6 и высоту /,, тогда ($$ 258, 259) 
Р 0 6 


ЕТИ 


Е ЕО 


<... 


а 
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Умноживъ эти лв пропорщи, найдемъ 
Р _ в 
ро НВ, 
$261. ТкорЕмА. Обземь прямоугольнаго параллелепипеда 
Равинется произведеню плозцади его осповашя на высоту. 
Доказ. Положимъ, что прямоугольный параллелепипелъ 
Р имъеть основаше 6 и высоту й, и пусть будетъ О 


у Ре л 
кубическал единица. По предъидущему 6 имвемъ = 


а такъ какъ О принимается за единицу, то Р=6. 4. 
Это значитъ, что число кубическихъ единицъ, заключа- 
ющихся въ объем прямоугольнаго параллелепипеда, рав- 
нлется произведению чиселъ, выражающихъ высоту и пло- 
щадь его основаыя. Предложеше это обыкновенно выра- 
жается такъ: объемъ параллелепипеда равняется произ- 
веденно его основашя на высоту. 

Если чрезъ / изобразимь высоту прямоугольнаго па- 
раляелепипеда, а чрезъ / и т два другихъ измьрешя его, 
то [. т будетъ площадь основан, олд, 

рад. т. 


т. е. объемь прлмоузольнаю параллелепипеда равняется 
произведешю трель ео измьреш. 


>] Положимь напр., что высо- 
та ВЕ прямоугольнаго парал- 
лелепипеда СР (черт. 312) 
содержитъ пятьединицъ, а два 
сдрумя его измрешя АВ и ВС 

= семь и три единицы, тогда 
Черт. 342. объемъ его будетъ равняться 

5. 7. 3=105 кубическимъ единицамъ. Не трудно удосто- 
вфриться въ справедливости этого вывода, проведя чрезъ 
точки дьлешя каждой изъ трехъ лиШй ВЕ, АВ п ВС 
плоскости, параллельныя двумъ другимъ лишямъ: весь 


р 87] 


АЕ 
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параллелепипедъ раздфлится на 105 равныхъ кубовъ, изъ 
которыхъ каждый представить кубическую единицу. 


Очевидно, что объемъ куба, котораго ребро есть а, 
равняется а; вслдств!е этого третья степень какого- 
нибудь количества называется кубомъ. (") 


Изъ сказаннаго слфдуетъ: если отношен!е двухъ 


ыы а 
линейныхь единицъ а и 6 есть т, т.е. — 


т, то от- 
5 


. а 
ношеше тхъ же кубическихъ и будеть т; 


это значить: отношеше кубическихъ единицъ равняется 
третьей степени отношен!я линейныхь единицъ. Такъ 
напр, отношеше двухъ линейныхъ единицъ: фута и дюй- 
ма, есть 12; отношеше же кубическаго фута къ кубиче- 
скому дюйму будетъ 12° — 1728, т.е. кубичесюй футъ 
содержитъ 1728 кубическихь дюймовъ. 


На этомъ основано раздроблен!е кубическихъ единицъ. 


$ 262. ТЕОРЕМА. Параллелепипеды, имьлоиие общее 
м м ов 


66 основан и равпыя вы- 
соты, равповелики. 


Положимъ, что парал- 
лелепипеды АМ и АС 
(черт. 343) имютъ оди- 

А р накое основаше АС 
Черт. 313. и равныя высоты; тре- 
буется доказать, что эти параллелепипеды равновелики. 


(*) Знаменитая въ древности задача удвоеше куба состоитъ 
въ опредфлени куба, объемъ котораго былъбы вдвое боле 
объема даннаго куба. Если чрезъ а означимъ ребро даннаго 


куба, а чрезъ х—ребро искомаго, то 2?—94' и отсюда а=а\/ 2. 
Сафдов. ребро искомаго куба зависить оть ирращональ- 


<. 
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м х ю 


< Доказ. Замфтивъ, что 
верхн!я основашя’ [М и 
Е двухъ параллелепи- 
педовъ лежать въ од- 
ной плоскости, поло- 
А р жимъ, вопервыхъ, что 

Черт. 313. лини ЕНи РЕ суть про- 

долженя лини ГРи ММ, т. е., что боковыя стороны АР 
и АН лежать въ одной плоскости, также какъ и боковыя 
стороны ВМи ВЕ или, что оба параллелепипеда заклю- 
чены между двумя параллельными плоскостями АН и ВС. 
Не трудно удостовфриться наложешемъ, что триуголь- 
ныя призмы МВЕГАЕ и МССРЬН равны. Въ самомъ 
ДЪлф, параллелограммы АМ и ОМ, а также АРи ОС, рав- 
ны, какъ противуположныя стороны параллелепипеда, 
двугранные же углы МВАЕ и МСРИ, составленные пло- 
скостями соотвфтетвенно параллельными, очевидно равны 
потому что ихъ линейные углы равны между собою 
($ 208). Изъ этого слфдуеть, что если призму МС6РОН 
вложимъ въ призму ИВЕГАЕ такъ, чтобы ребро ОС сов- 
пало еъ ребромъ АВ идвугранный уголь МСОН— съ дву- 
траннымъ угломъ МВАЕ, то параллелограммъ Об совпа- 
детъ съ параллелограммомь АЁ и параллелограммъ ОМ 
съ параллелограммомъ АМ; слфдов. и самыя призмы сов- 
мБетятся. Если отъ всего многогранника МАР отнимемъ 
призму МССРЮН, то останется параллелепипедъь АМ; 
если отъ тогоже многогранника отнимемъ равную призму 
МВЕГАЕ, то останется паралделепипедъь АС. Отсюда мы 
заключаемъ, что параллелепипеды АМ и Аб равновелики. 
Положимъ, во вторыхъ, что паралделепипеды АМ и 


6: 


„— Е 
ной величины У 2, которой нельзя построить съ помощио Ге- 
ометри Евклида, т е. съ помощио циркуля и линейки, а по- 
тому геометрическое удвоеше куба есть задача невозможнал. 
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равныя высоты, не заклю- 
чаютсямежду двумяпарал- 
лельными плоскостями. 
Продолживъ плоскостиАН 
ВС, СР, ВГи ЕВ, со- 

Черт. 344. ставимъ трет! паралле- 
лепипедь АВСРОВ5Т, который имфетъ общее основа- 
ше и одинакую высоту съ параллелепипедами АМи Аб 
и заключается, какъ съ первымъ такъ и со вторымъ, 
между параллельными плоскостями. Изъ этого слфдуетъ, 
что онъ равновеликъ какъ параллелепипеду АМ такъ и 
параллелепипеду Аб, а потому параллелепипелы АМи 
АС равновелики между собою. 


$ 263. ТЕОРЕМА. Объеме вслказо параллелепипеда ра- 
вияется произведению осиован{п на высоту. 


Означимъ площадь основан!я какого-нибудь паралле- 
лепипеда чрезъ 6, высоту его чрезъ й и объемъ чрезъ 
У; требуется доказать, что У =. 1. 


Доказ. Вообразивъ прямоугольный параллелепипедъ, 
имфюЮщЩИ то же основаше и ту же высоту, заключаемъ, 
на основан предъидущаго $, что эти два параллеле- 
пипеда равновелики; а такъ какъ объемъ прямоугольнаго 
параллелепипеда равняется 6. # ($ 261), то У=6. 1. 


$ 264, Теоремл. Вслкал наклонная призма равнове- 
лика прямой призмь, которой высота равнлется 60- 
ковому ребру наклонной призмы, а основаше — равпо 
съчешю перпендикулярному къ боковым. ребрамь наклоп- 
пой призмы. 


<. 


„= 
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С Подожимъ, что АВСРЕЕСНИК (чер. 315), 

н есть наклонная призма. Если на ребрё 
АЕ и на продолжеши его возьмемъ тамя 
дв точки А и Г, чтобы ВЕ = ГА или 
9 В = АЁ, и проведемъ чрезъ точки Ви 


Я Т плоскости В5ТОУ и ГММРО пер- 

д пендикулярныя къ боковымъ ребрамъ, 
то составится прямоугольная призма 

| | \, СММРОВ5ТОТ, которой высота ВГ. рав- 

ры няетсл боковому ребру ЕА наклонной 
т призмы, а основаше ГММРО есть сЪче- 


ме ше перпендикулярное къ боковымъ реб- 
рамъ наклонной призмы; требуется доказать, что приз- 
мы АВСРЕЕСИЕК и ГММРОВ$ТИУ равновелики, 


Доказ. Замфтимъ, что въ многогранникахъь АН и ГС 
сторона &5ТОУ равна сторон Г/ММУРОи сторона ЕЕК 
равна сторонё АВСОЕ. Кром того боковыя ребра ихъ 
соотвтетвенно равны. Въ самомъ дЪл6 лини СН и АЁ, 
какъ параллельныя заключенныя между параллельными 
плоскостями, равны; также равны и лиши ТМ№и ВГ. Но 
такъ какь АЁР=ГА, то ИС=ТМ. Изъ этого слфдуетъ, 
что НТ СМ. Подобнымъ же образомъ доказывается 
равенство другихъ боковыхъ реберъ многогранниковъ 
ВН и ГС. 

Вложимъ теперь многогранникъ ВН въ многогранникъ 
ТС такъ, чтобы сторона В5ТИТ совпала съ стороною 


ТМ\УРО. Такъ какъ боковыя ребра соотвфтственно рав- 
ны и перпендикулярны къ плоскости ТР, то они также 


совпадутъ, и потому многогранникъ АН совмЪстится съ 
многогранникомъ /.С. 

Если къ многограннику АРОВ прибзвимъ часть ВИ, 
то получимъ наклонную призму АВСРЕЕС К, а если къ 
тому же многограннику АРОВ прибавимъ часть ГС, то 
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получимъ прямую призму. ЕМ/МУРОВ$ТОСТ; изъ этого сдф- 
дуетъ, что наклонная и прямая призмы равновелики. 


$ 265. ТкорЕмл. Вслюй параллелепипедв долител 
Е Оональною плоскостью на двъ равновеликя 
а "Риуюльныя призмы. 
Положимъ, что АВСРЕЕСН (черт. 316) есть 
№ какой-нибудь параллеленипель и АЕСС дла- 
тональная плоскость; требуется доказать, что 
призмы АРСЕНС и АВСЕЕС равновелики. 
Доказ. Пусть будеть ГММР сфчеше, пер- 
Черт. 6, пендикулярное къ боковымь ребрамъ паралле- 
лепипеда. Велфдете параллельности противуположныхь 
сторонъ параллелепипеда ГМ || РМ иГР || ММ, а потому 
четыреугольникъ ГМР будетъ параллелограммъ и слфд. 
триугольники СМР и ГММ равны между собою. Изъ это- 
го слфдуетъ, что двЪ наклонныя триугольныя призмы, на 
которыя раздфляетсяпараллелепипедъ, попредъилущему 6, 
равны двумъ прямымъ призмамъ, имфющимъ одинакую 
высоту АЕ иралныя основашя СММ и МР; атакъ какъ 
прямыя призмы съ равными основашями и равными вы- 
сотами равны ($ 227), то двф наклонныя триугольныя 
призмы АВСЕЕР@ и АРСЕНС равновелики. 


$ 266. ТкорЕмл Обзень триузольной призмы рав- 
плется пр›изведенио ся осиовашя на высоту. 

Доказ. Пусть будетъ АВСЬЕЕ (черт. 317). 
` какая нибудь триугольная призма. Дополнивъ 
триугольникъ АВС до параллелограмма АМВС и 
построивъ надъ этимъ параллелограммомъ па- 
раллилепипедь АМВСОТЕЕ, найдемъ, по предъ- 
О идущему $, что триугольная призма АВСОЕЕ 
Черт. 317. есть половина этого параллелепипеда; а такъ 
какъ объемъ параллелепипеда равняется произведен!ю ос- 
новашя АМВС ва высоту призмы, то объемъ призмы 


<. 
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АВСОЕЕ будетъ равняться половин произведешя парал- 
лелограмма АМВС на высоту призмы; но половина парал- 
ледограмма АМВС есть триугольникъ АВС, слд. объемъ 
триугольной призмы равняется произведению ея основа- 
ня на высоту: 

Изъ этого предложения‘ слфдуетъ: 

4. Объемъ прямой триугольной призмы равняется 
произведению ея основаня на боковое ребро. 

2. Объемъ наклонной триугольной призмы равняется 
произведению перпендикулярнаго къ ея ребрамъ сБчешя 
на боковов ребро ея. 

$ 267. Теоремл. Обвеми всякой миогоузольной призмы 
равилется произведению ея осповашя па высоту. 

Доказ. Такъ какъ всякая многоугольная призма мо- 
жетъ быть раздфлена д1агональными плоскостями на три- 
угольныя призмы, имфюцИя одинакую съ ней высоту, 
сумма же основанй этихъ призмъ равняется основаню 
многоугольной призмы, то заключаемъ, что объемъ мно- 
гоугольной призмы равняется сумм триугольниковъ, 
составляющихъ ея основаше, умноженной на высоту, т. е. 
произведению ея основашя на высоты. 

Изъ этого предложешя слЪдуетъ: 

|. Объемъ прямой призмы равняется произведению 
ея основашя на боковое ребро. 

2. Объемъ наклонной призмы равняется произведенйо 
площади перпендикулярнаго сфчешя на ребро. 

3. Объемы двухъ призмъ относятся между собою какъ 
произведен!я основашЙ на высоты. 

4. Объемы призмъ, имбющихъ равныя высоты, отно- 
сятся какъ площади основан. 

5. Объемы призмъ, имфющихь равновелимя основан, 
относятся какъ высоты. 
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$ 268. Ткоремл. „Де триугольныя, пирамиды, имто- 
шёл равновеликл основашл и 
равныя высоты, равновелики. 
Положимъ, что триуголь- 
ныя парамиды 5АВС и РЕММ№ 
(черт. 318) имъютъ равнове- 
линя: основания АВС и ЕММ 
и одивакую высоту, равную 
5А; требуется доказать, что 
м эти пирамилы равновелики. 
Локаз. Положимъ, что ос- 
новая двухъ пирамидъ на- 
Черт. 318. ходятся въ одной плоскости, 
Пусть эти пирамиды не равны, напр. первая боль- 
ше второй, и пусть разность между ними будетъ Р, 
такъ что Б5АВС—РГММ=Р. Представимъ количество 
Р въ видЪ произведеня площади триугольника АВС 
на нфкоторую величину #, т. е. положимь Р = АВС. №, 
и раздфлимъ высоту 5А на столько равныхъ частей 
56, СЕ, ЕЕ, ЕА, чтобы каждая часть была менфе #. 
Если чрезъ точки дфлешя С, Е, Е проведемь пло- 
скости, параллельныя основашямъ парамидъ, то эти 
плоскости пересзкуть пирамиды по триугольникамъ 
соотвфтственно равновеликимъ, потому что эти три- 
угольники, по $ 934, пропорщональны основанямъ 
АВС и ГММ, а эти основашя, по положению, равно- 
велики. Вообразимъ надъ триугольциками въ `пирами- 
дБ ЗАВС рядъ выходящихь призм т, т,, т,, т; и 
надъ триугольниками въ пирамидв РЕММ рядъ входя- 
щихъ призмъ п, п,, п,. Изъ построен я видно, что 


5АВС <т--т, тнт, и РЕММ > пп, + п,. 
Вычитая изъ перваго неравенства второе, находимъ 
ЗАВС — РЕММ < (т--т, + т, +т,)— (п ча, + п,); 


р 


ЩЕ 
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Но призмы т, и л,, имвю- 
ия равныя основан и рав- 
ныя высоты, равновелики; по 
тойже причин равновелики 
и призмы т, и п, также 
призмы т, и п. СлБдов., со- 
кративъ, находимъ изъ предъ- 
идущаго неравенства 

ЗАВС — РЕМ < т; 

а такъ какъ #=АВС. АЕ, то 

5АВС — РЕММ < АВС. АЕ. 
Черт, 318. Но разность 5АВС—РЕММ 

означили чрезъ ЛР, или чрезъ АВС. 1; слЪдов. 
АВС.Л,< АВС. АЕ. 

Сокративъ на АВС, получимъь 1 < АЕ, что против- 

но положению. Изъ этого слфдуетъ, что пирамиды 5АВС 

и РЕММ равновелики. 


$ 269. Теоремл. Триугольная пирамида есть треть 
к призмы, илньющей съ пей 


р = Е 
равновеликое осповаше и 
равпую высоту. 

Положимъ „ Что три- 
г, мА В угольная пирамида РЕММ 
и триугольная призма 

м с 


АВСЕЕС (черт. 319) имф- 
Черт. 49. 


ютъ равновелик!я основашя Г.ЛИУ и АВС и одинакую вы- 


1 
соту 60; требуется доказать, что РЕМИ = - АВСЕЕС. 


мы 


„Доказ. Проведя въ призм АВСЕЕС плоскости АСВ 
и ЕСВ, раздфлимъ ее на три триугольныя Я 
САВС, САЕВ и ВСЕЕ. Такъ какъ триугольники РММ 
и АВС, по положению, равновелики и высоты двухъ 
парамидъь РЕММУ и САВС равны, то тк парамиды, 
по предъидущему $, равновелики. По той же причин 
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равновелики и парамиды РЕММ и ВЕЕС. Если же при- 
мемъ триугольникъ ВЕЕ за основаше и точку @б за 
вершину пирамиды ВЕЕС, триугольникъ АЕВ’ за осно- 
ваше и точку @ за вершину, пирамиды САЕВ, то оче- 
ВИДМО, что эти дв пирамиды, имя равныя основаня 
и равныя высоты, будуть также равновелики. 


Отсюда мы заключаемъ, что призма А4ВСЕЕС состоитъ 
изъ трехъ пирамидъ равныхъ между собою и равновели- 
кихъ пирамид РЕММ; садов. пирамида РЕММ есть 
третья часть призмы АВСЕЁС. 


Изъ этого предложеня слфдуетъ, что обеемь вслкой 
триугольной пирамиды равияется трети произведешая вп 
осповашя па высоту. 


$ 270. ТЕеорРЕмА. Обвемь лноюугольной пирамиды 
равпястсл одной трети произведенгл ел осповашл па высоту. 


Доказ. Такъ какъ всякая многоугольная пирамида мо- 
жеть быть раздфаена дагональными плоскостями на 
триугольныя пирамиды, имющия одинакую съ нею вы- 
соту, сумма же основашйЙ отихъ парамидь равняется 
основано многоугольной пирамиды, то объемь много- 
угольной пирамиды равняется одной трети суммы три- 
Угольниковъ, составляющихь ед основанше, умножен- 
ной на высоту, т. е. одной трети произведеня ея осно- 
вашя на высоту. 


Изъ отото предложения слфдуетъ: 


1. Всякая пирамида есть треть призмы, имбющей съ 
ней равную высоту и равновеликое основаше. 


2. Объемы двухъ пирамидъ относятся какъ произве- 
дешя ихъ основан на высоты. 


3. Объемы лвухъ пирамидъ съ равными высотами от- 
носятся какъ ихъ основан. 


16 
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4. Объемы двухъ пирамилъ съ равновеликими осно- 
вашями относятся какъ ихъ высоты. 


$ 271. ТкоРЕМА Объемь усъченной триулольной пира- 


р п Мды равняется сумиь объемов» третэ 


а ътриуолныть пирамидь, имьющигть Зы 
о соту общую св усъченной пирамидою, а 
СМ осповашя: первая — нижнее, вторая— 
А [-7 В оержиее осиоваше усъчениой пирамиды, 
4 а третья — средиее пропоршональное 
С 
о 


меэкду ними. 

Черт. 320, Пусть будеть АВСОЕЕ (черт. 320) 
усвчениая триугольная пирамила; требуется доказать, 
что она равна сумм трехъ пирамид одинакой съ нею 
высоты, основашями  которыхъ будуть триугольники 
АВС, ФЕР и средый пропорцональный между пими 


‚Доказ. Проведя плоскости ЛЕВ и ОЕВ, раздфляемъ 
усвченную пирамиду на три триугольныя пирамиды 
КАВС, ВОЕЕ и КАЛВ, изъ которыхъ первыя дв имъють 
высоту общую съ усфченной пирамидою, а основашями— 
нижнее и верхнее основашя усфчевной пирамиды. 


Проведя въ плоскости АБЕС линию ЕС параллельно 
дини АО, составимъ пирамиду САВО, имфющую оди- 
накое основаше АРВ съ третьею пирамидою КАВО, 
и равную съ ней высоту, потому что вершины Ги Сб 
лежать на лини, параллельной плоскости АШВ; садов. 
эти пирамиды равновелики. Принимая триугольникь 
АВС за основаше и точку О за вершину пирамиды 
САВЮ, заключаемъ, что третья изъ пирамидъ, на кото- 
рыя раздфлилась усфченная, равновелика пирамидь, 
имБющей высотою высоту усЪченной пирамиды, и 
основашемь триугольникъ САВ. Триугольникъ САВ 
есть средый пропорщюнальный между триугольника- 
ми АВС и РЕЁ Въ самомъ дЪлф, такъ какъ триуголь- 
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ники АВС и АВС имъютъ общую вершину В и различныя 


основашя АС и Аб СЕВ 
—- > о две -ае ($ 141 сльдстые 4). 
амфтивъ притомъ, что въ т] 
И р ‘риугольникахъ САВ 
угль^ А и Р равны (6 199) и Аб = ОЕ ($ и 
ходимъ ($ 148): ВС АЕ АВ ЗАВ 


РЕР БРРЕ- РЕ‘ Такъ какъ 
триугольники АВСи ЕЕ подобны, то 


сдЪдов. ЕЕ ВВ 
авс ПЕР 


Если оз 
ны начимь высоту усЪченной пирамиды чрезъ Н, 
жнее и верхнее основашя ея чрезъ Ви 6 . 


объемъ ел выразится чрезъ е. 


Н 
3(В--5-- УВб). 


Теорема, доказанная въ этомъ $ для усьченной три 
гольной й 
К. пирамиды, справедлива также для всякой И 
И многоугольной пирами. р 
ды. Въ самомъ дЪ 
ЧИМЪ ВЫ в ий 
|. высоту усфченной многоугольной пирамиды чрез 
› нижнее и верхнее основашя ея чрезь Виф . ы 
ложи: | ] 
ы мъ, что она дагональными плоскостями раздълена 
триугольныя усЪченны; 
г я пирамиды, нижн 
р пут й ими основа- 
пями которыхъ пусть будуть Т,, Т,, Т. асо - 
ственными верхними основанями # не. а 


ВЕТ ТТ, 


озна- 


4, Ь.., такъ что 

+ иИбЕВНаА- 

На ось 1 г 
новани предъидущей теоремы объемь усъченной 


многоугольной пирамиды будетъ равняться: 


Н 
[тут ии -+Т, + УТ. 


ны | = 


} 
И 
И 
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Нижнее и верхнее основашя усфченной многоуголь- 
ной пирамилы суть полобные многоугольники, а потому 
триугольники Т,, Г,, Т,.. соотвзтетвенно подобны т 
угольникамь Ё, №, &...; такъ какъ площади подо 
ныхь фигуръ относятся какъ квадраты сходственНыхь 


сторонъ, то 


Помножая числителя и знаменателя каждой дроби на 
знаменателя ея и извлекая квадратный корень, подучаемъ 


ия ГЕ 


УТ. & УТ. 


} 


1, [р 4, 
отсюда: С 
УТн-- УТ ь-- УТ ре т 
$ ИЕ 
Но 
иь-ь... = 6, 
слфдовательно 


УТ. УТ, 
Изъ отого сльдуеть, что объемь усфченной много- 
угольной пирамиды равняется 


Ив-+-У 80-9. 


$ 272. ТЕорЕмА. Усъчениая триуиольная призма со- 
стоить изь трехь пирамид, имьющить общее съ нею 
С я .еде.46- 

основаше, а вершины 6в5 треть вершинать пе пара. А 


паго съченёл. 
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я Положимъ, что АВСРЕР (черт. 384) 
р есть усьченная триугольная призма; 
требуется доказать, что она равна'сум- 
м трехъ пирамидъ, имфющихъ общее 
съ нею основаше АВС, а вершины въ 
в  точкахъ О, Е и Ё. 

у ‚Доказ. Проведя плоскости АЕВ и 

И 321. АКЕ, раздьляемъ усфченную призму 
на три триугольныя пирамиды ЕАВС, ЕАЕВ и ГАЕР. 
Первая изъ нихъ имбетъ основашемь АВС, а вершиною 
точку ЕЁ. Вторая равновелика пирамидь САЕВ, имъю-. 
щей общее съ нею осповаше АЕВ и равную съ нею вы- 
соту, такъ какь объ вершины Ё и С лежать на лиши 
ЕС, параллельной основанию. Если же примемь три- 
угольникъ АВС за основаше и Е за вершину пирами- 
ды САВЕ, то очевидно, что вторая пирамида равнове- 
лика пирамидф, имвющей основаше АВС и вершину въ 
точкв Е. з 

Наконець третья пирамида ЕАРЕ равиовелика пира- 
миль СРАВ, потому что он. имвютъ равиовелийя осно- 
вашя АРЕ и АРВ и равныл высоты, такъ какъ об вер- 
шины Си Ё лежать на лиши параллельной основанйю, 
Если же примемь триугольникь АВС за основаше и 
Р за вершину пирамиды САРВ, то : 
что третья пирамида равновелика ппрамидф, имфющей 
основашемь дВС и вершину въ точкВ 2. 

Й такъ усфченная призма состоит изъ трех пира- 
мидъ, которыя имфютъ общимъ основашемъ АВС и вер- 
шины въ трехъ точкахь №, Би ЮО. 

Означиль основаше призмы чрезъь ф и эрезъ [ти 
п перпендикуляры, опущенные на него изъ точекъ 0, 
Е иЕ,; тогда объемъ усфченной призмы выразится чрезъ 


А} 


лючимъ, 


6 
3 ( + м-н”). Въ елучаЪ прямой усфченной призмы, 
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боковыя ребра ея будутъ высотами трехъ пирамидъ, 
изъ которыхъ она состоитъ, и такъ.какъ въ этомъ слу- 
1т-т 
3 
реберъ, то изъ этого слфдуетъ, что прямая усЪченная 
триугольная призма равновелика прямой, имфющей осно- 
ваше общее съ усфченной, а высоту — среднее арие- 
метическое изъ боковыхъ реберъ первой. 


$ 273. ТЕОРЕМА. 06земв прямао устчениео парпллелетисяе- 
да АВСОЕЕСН (черт. 392) равилется про- 
‘изведению основашл АВСО на средиее арио- 
‘метическое изв двухь противуположныхе 
с боковыха реберв. 

'Доказ. Усъченный параллелепипедь 46 
состоить изъ двухъ усфченныхь три- 
угольныхъ призмь АВИЕЕН и ВСОЕСН, 

с имвющихъ равныя основашя АВО и ВС, 
и потому объемъ усфченнаго параллеле- 
пипеда равняется 


АВО 
Я он) = 
Черт, 322. з- (АЕ-+ ВР+РН + ВР+С6 + РН) 


ар. (АЕ + Сб + 9ВЕ + ЭН. 


чаь есть средняя ариеметическая изъ этихъ 


Замьтивь, что въ четыреугольникв ЕРСН противуположныя сто- 
роны паразлельны ($202 слфдстше 1), что сфдов. этотъ четыре- 
угольникъ есть параллелограмиъ, проведемт дагопальных п4оско- 
сти ЕС и ЕО. Такъ какъаиши Еби ЕН, АС и ВП длятся попо- 
даль, то РО есть средняя лишя двухъ трапеций дЕСС и ВЕНО, 
а потому" РО = АВ — ВЕРН мов дЕ+Сб--ВР+-ОН. 


По этому объемъ усвченнаго параллеленииеда равняется 


482 (звр к зон) — 480. (ВЕ + ОЫ), 
а такъ какъ АВО = АСТ, то объемъ этотъ выразится чрезъ 
он 
Е 


2 


Объемы подобныхъ многогранниковъ. 


$ 274. Ткоркмл. Обеемы двутв триуюлоныхе пирамид, 
изпощихе общёй триранный улоле, относятсл между ОО 
произведеи!л реберв, сходлщихся 05 вершиить этого тритраннагю узла. 
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Положимъ, что АВС и $а5с (черт. 393) суть дв 
пирамиды, имфюция общ тригранный уголь 
5С 


5; требуется доказать, что С 
; требуется доказать, что “== 5 
„Доказ. Соединивъ точку с съточками Аи Ви за- 

„ мЬтивЪъ, что триугольныя пирамиды 45ВСи А45Вс 

имфють общую вершину 4, а основашя ихъ 

58С и 5Вс лежатъ въ одной плоскости, за- 


с каючаемъ, что В Нотриугольники 
Черт. 323. р $АВе — 58с` 
$ВС и 5Вс имфють общую вершину В, садов. С 5 


а потому Е 
$АВС _ 5 


ЗАВ — 5с * 
Дазфе, триугольныя пирамиды 5АВс и $афе имотъ общую вер- 
шину с, а осиовашя ихъ 485 и @65 лежать вь одной изоскости, 
5АВс _ АВ$ 


сафдов. ое = 55° Но такъ какъ триугольники 48$ и а55 
зил АВС _ 54.58 : 
имфють бщИ уголь 458, то `а5с = $а$5 И Потому 


5АВС _ 54.58 
3256 — 5.55 * 


Умпоживъ это уравнеше на предъидущее, найдемь 
5АВС _ _54А 58 .5С 
$а5с 5а.5% 5с` 


$ 275. ТкОРЕМл. Объемы доухв подобных эиетыреграпии- 
кои5 относятся какз кубы сжодстаениыхг реберь. 

Пусть будуть 54ВС и ОГМУ (черт. 307) два иодоб- 

ныхъ  чотырегранника требуется. 

азать что 5486 5 

ь доказать, что тут орт. 

„Дэказ. Въ подобныхь четырегран- 

никахъ 5АВС и ОЁММ тригранные 

ть углы $ иО равны, слфдов. ($ 274) 

$АВС 54.58.50 


А т. м ОГММ 0Г.0М.ОМ' "® ТакЪ какъ 
сходственныл ребра пропорцональ- 
6 5В 
НЫ, ТО = = и потому 
а, "`® ог -0и- би» 
5486 _ 54 
огмм  0° 


$ 276. ТЕОРЕМл. Обвемы деухь подобииеа мпонлранииеовь 
относлтел како кубы стодстаенныхь реберв. 
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„Аоказ. Раздфанвь подобные мпогогранники на подобные и 
одинаково расположенные четырегранники ($ 954), означивъ 
объемы ихъ соотвфтственно чрезъ У, У, Г... ни, м, ъ,.. и чрезъ 


Ана два какихъ нибудь сходствен ребра, находимъ ($ 975): 
4 
а 

садов. 


233. Опредфлить сторопу куба равиовеликаго паразлелепи- 
иеду, котораго измфрешя 80, 40 и 30. 

224. Опредваить объемь воздуха, закмоченнаго въ прямо- 
угольной комнат, которой длина 30,43 Ф., ширина 28, З0Ф. а 
высота 14, 15 ®, 


235. Прямоугольный бассейнь, диниою въб, 5 +., шири- 
9 


ною въ 4, 4 $. иглубиною въ 9,7 ., наполиень водою до з 


высоты; сколько кубическихь Футовь воды содержится въ 
немъ, 

236. Найдти объемъ и боковую поверхность правильной ше- 
стиугольной пирамиды, высота которой Н, равна:63 а радусъ 
В круга, описаннаго окозо основашя которой, равешъ 17. 

237. Высота усвченной пирамиды равна Н, а сходственныя 
стороны ея основанй относятся какъ т: м; раздфаить ус- 
ченную пирамиду на двё равповелимя части паоскостью, па- 
раллельною основанямъ. 

938. РаздВлить пополамъ пирамиду плоскостью параллельной 
основанйо, 

939. Раздфлить пирамиду $АВС на дв части`въ отношеши 
т: п плоскостью, проходящею чрезъ одно изъ реберъ ея. 

240, По данной высотВ Н усфченной пирамиды ипо двумъ ея 
основашямъ В и 6 опредфлить объемъ полной пирамиды и от“ 
свченной части ея. 


ГЛАВА У. 
О тфлахь круглыхъ, 


О пилиндеь и конусь. О шарь. 0. СФЕРИЧЕСКОМЬ ТРИУГОЛЬНИКЬ. [о- 
ОБЕ КРУГЛЫХЬ тЬль. Коническя съчкшя. Задачи, 


О цилиндр и конус, 


$ 277 Если прямоугольникь АВММ (черт. 324) бу- 
т ‚д Демъ обращать около одной изъ его сторонъ 
ММ, которая будетъ оставаться иеподвиж- 
ною, то образуется тБло АВСО, называемое 
прямымь круглым» цилипдром»ь. Неподвиж- 
в ная сторона ММ называется осёю, сторо- 
Черт. 394. на АБ — образующею аишёею, круги, описан- 
ные сторонами №4 й №8, — осповалми, а разстоян!е 
между ними, т. е. длина оси, —высотою цилиндра. 
Можно также образовать прямой круглый цилиндръ 
лвижешемь прямой АВ (черт. 394), конецъ которой В 
скользил бы по окружности круга, между тЪмъ какъ она 
сама оставалась бы периендикузярною къ плоскости круга. 
Цилиндрическою поверхностью вообще называютъ 
иоверхность (черт. 325), образованную дви- 
жешемь прямой АВ, конець которой В 
скользить по какой нибудь кривой линш 
ВОС, между тёмъ какъ она перемфщается 
параллельно самой себб. Но въ элементар- 
ной Геометр!и изъ всъхъ цилиндрическихь 
поверхностей разсматривается только по- 
верхность прямаго круглаго цилиндра, а 


и 
Черт. 325. 
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потому въ элементарной Геометри его просто назы- 
ваютъ цилиндромъ. 

$ 278. Если въ основаше цилиндра впишемъ, а около 
него опишемъ правильные многоугольники и примемъ 
ихъ за основаня прямыхъ призмъ, одинакой высоты съ 
цилиндромъ, то, очевидно, объемъ цилиндра будетъ мень- 
объема описанной и больше объема вписанной призмы. 
При уведичеши же числа сторонъ многоугольниковъ 
разность между объемами описанной и вписанной приз- 
мы безпредфльно уменыпается и можетъ быть сдфлана 
меньше всякой величины. Въ самомъ дЪаЪ, пусть бу- 
дутъ Н высота цилиндра, Ви 6 площади основанй 
описанной и вписанной призмы, тогда разность объ- 
емовъ двухъ призмъ будеть Н (В—0). По мЪрЪ увели- 
чешя числа сторонъ многоугольниковъ, разность В—6 
безиредфльно уменьшается ($ 174), а потому и Н (8—0) 
будетъ безпредфльно уменьшаться. Такъ какъ объемъ 
цилиндра больше объема вписанной и меньше объема 
описанной призмы, то съ увеличешемь числа сторонъ 
многоугольниковъ, описанная и вписанная призмы без- 
предъльно приближаются къ цилиндру, и потому цилиндре 
есть предъаь вписаииыль ‘и описанные призм. 

Означимъ чрезъ Ри р периметры описаннаго и впи- 
саннаго многоугольниковъ; поверхность описанной приз- 
мы будеть РЫ, поверхность вписанной — р№. Съ 
увеличенемъ числа сторонъ многоугольниковъ Р умень- 
шается, ар увеличивается (6$ 134, 139), слЪд. поверх- 
ность описанной призмы будеть уменьшаться, а по- 
верхность вписанной— увеличиваться. Но съ возраста- 
немъчисла сторонъ многоугольниковъ, призмы прибаи- 
жаются къ совпаденио съ цилиндромъ, слфд. поверхность 
описанной призмы приближается къ поверхности цилиндра 
уменьшаясь, а поверхность вписанной — увеличиваясь. 
Это значить, что поверхность цилиндра меньше поверх- 
ности описанной и больше поверхности виисанной 
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призмы. Разность же между поверностями двухъ призмъ 
можеть быть сдфлана менфе всякой величины, потому, 
что эта разность равна М (РЫ—р), а Р-р безпредфль- 
но уменьшается съ возрасташемъ числа сторонъ много- 
угольниковъ ($ 175). Изъ этого мы закаючаемь, ‘что по- 
верхность цилиндра больше поверхности вписанной и 
меньше поверхности описанной призмы, и что раз- 
ность между поверхностлми цилиндра и призмъ можеть 
быть сдЪлана меньше всякой величины. И такъ повера- 
пость цилиндра есть предьль поверхностей вписанных и 
описанные призм. 

$' 279. Прямоугольный триугольникъ АВС (черт. 396), 
обращаясь около одного изъ своихъ катетовъ 
АВ, который остается неподвижнымъ, об- 
разуеть тфло АЮС, называемое прлмылмь 
кругчымь копусомь. Неподвижная сторона АВ 
называется осью и также высотою, сторона 
АС — образующею лишею, кругь ОС, опи- 

Черт. 326. санный движешемъ катета ВС, — осповашемь, 
а точка А—вершиною конуса. 


Можно также образовать прямой круглый конусъ дви- 
жешемъ прямой 4(С, одинъ конецъ которой скользилъ 
бы по окружности круга, мёжду тёмъ какъ другой ко- 
нець А оставался бы неподвилшымъ на перпендикуляр$, 
возставленномъ къ кругу въ центр его. 

Коническою поверхностю вообще (черт. 387) назы- 
ваютъ поверхность, образованную движен!- 
емъ прямой ДА, которой одинъ конецъ Ю 
остается пеподвижнымь, между т$мъ какъ 
другой вонець А скользитъ по какой нибудь 
кривой АВС. Но въ элементарной Геоме- 
три изъ всфхъ коническихъ поверхностей 
х разсматриваетел только поверхность пряма- 

Черт. 397. го круглаго конуса, а потому въ элементар- 
ной Геометрш его просто называютъ конусомъ. 


Если пересфчемъ конусъ плоскостью, параллельной 
основанйо, то получится тфло АВПС 
(черт. 328), которое называется уси- 
ченныл5 конусомь. Очевидно, что ус5- 
ченный конусъ можно также обра- 
зовать, обращая трапецио МВОЕ око- 
до стороны ея МГ, къ которой парал- 

В лельныя стороны перпендикулярны. 

Черт, 328, Круги, описанные сторонами МВ и 

17), называются основашпми, разстолше между ними— 

высотою, алишя РВ — образующею лишею. 
$ 280. Если въ основаше конуса впишемъ и около 

него опишемъ правильные многоугольники и примемъ 
ихъ за основашя правильныхъ пирамидъ, одинакой вы- 
соты съ конусомъ, то очевидно, что объемь конуса 
будетъ меньше объема описанной и больше объема вии- 
санной пирамиды. При увеличен же числа сторонъ 
многоугольниковъ разность между объемами двухъ пи- 
рамидъ безпредьльно уменьшается. Въ самомъ дфаЪ, 
пусть будуть М высота конуса, В и 6 площади осно- 
ван описанной и вписанной пиримидъ, тогда разность 


И 
объемовъ двухъ пирамидъ будеть з (В —6). Но такъ 


какъ съ увеличешемъ числа сторонъ многоугольниковъ 
разность В—6 безпредфльно уменьшается, то и разность 


Н ы 
3 (В—5) можеть быть сдфлана менфе всякой величи- 


ны. Изъ этого слфдуеть, что конусь есть предьчь впи- 
саппыхб и описаиныть пирамиде. 

Означимьъ чрезъ Ри р периметры описавнаго и впи- 
саннаго многоугольниковъ, чрезъ / образующую конуса 


и чрезъ А аповему вписанной пирамиды, тогда поверх- 
Р 
ность описанной пирамиды будетъ э› аповерхностьвии- 
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10 ь 
санной ‘97 `бъ возрастанемъ числа сторонъ многоуголь- 


никовъ, Р уменьшается, а р увеличивается; также уве- 
личивается и аповема /, потому что разстояше ея отъ 
оси конуса возрастаетъ; изъ этого слфдуетъ, что по- 
верхность описанной пирамиды будетъ уменьшаться, а, 
поверхность вписанной увеличиваться. Но такъ какъ съ 
возрасташемь числа сторонъ многоугольниковъ описан- 
ныя и вписанныя пирамиды приближаются къ совпаде- 
но съ конусомъ, то поверхность описанной пирамиды 
приближается къ пей, уменьшаясь, а поверхность впи- 
санной—увеличивалсь; это значить, что поверхность ко- 
нуса меньше поверхности описанной и больше поверх- 
ности вписанной пирамиды. 


Замбтимъ, что разность между поверхностями опи- 
санной и вписанной пирамиды можеть быть сдфлана 
менфе всякой величины. Въ самомъ дфл, эта разность 


И ри. - 5 
равияется 5 — но Р/— рА = 1((Р—р)-нр (1—1), 


Г 
а такъ какъ разности Р—р и 1—1, при увеличеши чи- 
сла сторонъ многоугольниковъ, безпредвльно уменьшают- 


М л 
ся, то ОН —Е можеть быть сдфлана менфе вся- 


кой величины. 


Изъ этого слфдуеть, что поверхность конуса есть пре- 
9045 поверхностей вписапныхь и описаииить пиралидь. 


Очевидно, что усфченный кбнусъ будетъ предфлъ впи- 
санныхъ и описанныхъ усЪченныхъ пирамидъ. 


$ 281. Теоремл. Боковал поверхность цилиндра рав- 
ияетея произведено окружности ею осповаигя па высоту. 
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Доказ. Это предложен!е сльдуеть изъ того, что по- 
верхность цилиндра есть предфлъ вписанныхь и опи- 
санныхъ призмъ. 

Положимъ, что Р есть поверхность цилиндра, О—ок- 
ружность основашя и М высота его; тогда ($ 231 
слЪдетые 1) Р = О.Н. 

Изъ этого предложешя слёдуетъ, что боковая повер- 
хность цилиндра равняется площади прямоугольника, ко- 
тораго высота есть высота цилиндра, а основаше рав- 
но окружности его основашя. 

Если означимь чрезъ В радусъ основания цилиндра 
и замфтимъь, что О=2жА, то находимъ Р = 9*АН. 

Полная же поверхность цилиндра, т. е. боковая по- 
верхность его, сложенная съ площадями двухъ его осно- 
ванй, будеть 2=ВН -+- 9*В*. 

$ 282. Ткоремл. Обвемь цилиндра. равилется произ- 
ведению площади его осповашя па высоту. 

Доказ. Это предложеше слдуетъ изъ того, что объ- 
емъ цилиндра есть предфлъ объемовъ вписанныхъь и 
описанныхь призмъ. 

Пусть будуть У, Ви Н объемъ, площадь основашя 
и высота цилиндра, тогда (6 267 сл6дстые 1) У=В.Н, 

Если означимъ ралусъ основашя цилиндра чрезъ В и 
замфтимъ, что В = пА* то находимь У=кА® И. 

$ 283. ТеорЕмА. Бойовая повержиость копуса рав- 
плется произведению окружности ео основашя па обра- 
зующую линйо. 

Доказ Это предложеше слфдуетъ изъ того, что по- 
верхность конуса есть предфлъь поверхностей вписан- 
ныхъ и описанныхъ пирамидъ. 

Пусть будуть Р, О и / поверхность, окружность ос- 
нованя и образующая лишя конуса, тогда ($ 9235) 

0.1 


Р=—. 


(2 —н Эт) 1 
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Изъ этого предложешя слфдуетъ, что боковая поверх- 
ность конуса равняется площади триугольника,  ко- 
тораго высота есть образующая лин, а основане рав- 
няется длинф окружности основаня конуса. 

Если означимь чрезъ В радбусъ основашя и 
замтимъ, что 0 = 92=В, то найдемь Р=т Д. (1. Пол- 
ная поверхность конуса, т. е. боковая его поверхность, 
сложенная съ площадью его основан/я, равняетсят/-+-кЁ*, 

$ 284. Теоремл. Боковая повержиость устчепнаго ко- 
пуса равияется полусумлиь окружностей ею оспованй, 
умножениой па образующую лип. 

„Доказ. Это предложен!е слфдуетъ изъ того, что по- 
верхность усЪченнаго конуса есть предфлъ поверхностей 
вписанныхьъ и описанныхъ усфченныхъ пирамидъ. 

Такъ какъ поверхность усфченной пирамиды равняется 
также периметру средпяго съчешя, умпоженному на апо- 
оему ($ 236); то поверхность усЪченнаго конуса рав- 
пяется также произведешю окружности средилго ст- 
чешя на образующую. 

Если означимъ чрезъ В и г радусы нижняго и верх- 
нлго основан усфченнаго конуса и чрезъ [ его обра- 
зующую, то боковая поверхность будетъ равняться 


р ‚ или т (В-н г) [. 


$ 285. Ткоремл. Объемь конуса равняется произве- 
денйо площади его осповашл па треть высоты. 

Доказ. Это предложен!е слфдуетъ изъ того, что ко- 
нусъ есть предфлъ вписанныхъ и описанныхъ пирамидъ. 

Пусть будеть Г, Ви Н объемъ, площадь основашя 


д В.Н 

и высота конуса, тогда ($ 270) У: Ве. 
Если означимь радусъ основаны конуса чрезъ А, 
т АН 
и замфтимъ, что В = т, то паходимъ В = 
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$ 286. Ткоремл. Обвемь Усьчениао копуса равень 
объему трежв копусовь, имьющихь высоту общую со усь- 
чеипымь, а осповаши: первыйр—ииснее, второй— верагнее 
осповаше усъчениаго конуса, а третй— средиее пропорцё- 
опнальное. между пили, 

„Доказ. Это предложеше слфдуеть изъ того, что усЪ- 
ченный конусъ есть предфль вписанныхъ и описанныхъ 
усфченныхь пирамидъ. 

Если означимь чрезъ А и ^ радрусы нижняго и верх- 
няго основанй усЪченнаго конуса, чрезъ М его вы- 
соту и замфтимь, что среднее пропорцюнальное между 
площадями нижняго и верхняго основашй равняется 


У тт? = п», то заключаемъ, что объемъ усьчен- 
(и — А») 


наго конуса будетъ п — —. 


О шарф. 

$ 287. Полукругь АСВ (черт. 399), обращаясь около 
своего д!аметра АВ, который ос- 
тается неподвижнымъ, образуеть 
твло АСВО, которое называется 
шоромь или сферою. Точка О, рав- 
но отетоящая отъ вефхъ точекъ по- 
верхности шара, называется цен- 
тромв, лишя, соединяющая центръ 
съ какой пибудь точкою поверх- 
Черт 930. ности шара, — радйусомь, а лия 
проходящая чрезъ центръ и соединяющая дв точки по- 

верхности, — дметроме шара 
Такъ какъ всЪ радгусы шара равны, то шара бето ть 
до, озраничениое поверхностью, всь точки Е нато- 
дятсл на равиомо разстолии оть одной впутренней точки. 
Цилиндръ, конусъ и шаръ вазываются круглыми т%- 


лами. 
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$ 288. ТЕОРЕМА. Велкое съчеше шара плоскостью 
есть врузь. 


Пусть будеть АВ (черт. 330) сфчене 
шара какой-нибуль плоскостью; тре- 
буетел доказать, что это сфчеше есть 
вругъ. 


АДоказ. Опустимъ изъ центра О пер- 
з пендикуляръ ОК на съчеше АВ и со- 
Черт. 330. единимъ основаше периендикуляра К 
съ точками С, В, Ш лини съченя Прямоугольные три- 
угольники СКО, ВКО, ВКО равны, потому что имБютъ 
общий катеть ОК и кромё того гииотенузы ихъ, какъ рад! 
усы шара, равны; д. КСЕКВ=КО. Изъ этого слф- 
дустъ; что точки лиш езчешя паходятся на равномъ 
разстояши отъ точки К, а потому эта лин есть окруж- 
ность, которой центръ совпадаетъ съ основашемь пер- 
пендикуляра. 

Если разстолше плоскости евченшя оть центра шара, 
т. е. длину лиши ОК, означимъ чрезъ К, ражусъ ша- 
ра чрезъ Л, а радусъ съчешя чрезт /`, го” =У4*— Аз. 

Изъ этого сафлуеть: 

1. Съченя, равно отстоянуя отъ центра, равны. 

2. Изъ двухъ не равныхъ сфченй то, которое имфетт, 
болышй радуеъ, ближе къ центру. 

3. Съчеше, проходящее чрезь центръ шара, болыше 
всякаго другаго съчешя. Всалфдстве этого кругъ. обра- 
зованный съчешемь, проходящимь чрезъ цевтръ, назы- 
вается большим» кругом, а кругъ, образованный сЪче- 
вемъ, пе проходлщимъ чрезъ центръ, — малыми» кругом 
$ 289. Такъ какъ болышой кругь есть ефчеше, про- 
ходящее чрезъ центръ шара, то: 
- 1. Радуеъ большаго круга равенъ рафусу шара. 

2. Два болышихъ круга дфаятел поиоламъ, потому что 
лишя, по которой они пересфкаютея, проходитъ чрезъ 
17 
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`ихъ общий центръ и будетъ по этому общимь ихъ д 


аметромь. 
3. Всякй большой кругъ дфлитъ шаръ на дв равныя 
части, потому что эти части при наложен совпадаютъ. 
4. Чрезъ каждыя двЪ точки, взятыя на поверхности 
шара, можно провести окружность большаго круга. 
Очевидно, что дьЪ точки на поверхности шара, не ле- 
жация съ центромъ на одной ирямой, опредфляютъ поло- 
жене большаго круга. 
Когда шаръ разсматривается какъ 1640. прои- 
А сшелшее отъ обращеня кру- 
>17, та дОВМ (черт. 331) около 
“ диаметра АВ, то даметрь АВ 
называется 0ею шара, дна кон- 
78. ца его А и В— полюсами, боль- 
шой кругъ МО, перпендикуляр- 
ный КЪ 06и, — экваторо.иь, а 
малыя круги 7, 2\4,..., пер- 
пендикуаярныекъ оси, —пара-ле- 
алми, наконець больше круги АрВ, Ар,В..., проходнще 
чрезъ ось, — меридганамми. (") , 
$ 290. Ткоремл. Аратчайшее разстояше двухь то- 
В на понерхности шара есть дуга большею пруга, со- 


т 


еднияющал эти точки. . 
Положимъ, что А и В (ч. 332) суть 


в А, к как!я-нибудь двф точки на поверх- 
Ю ности шара, АСВ дуга больша- 

| го круга, проходящаго чрезъ эти 
точки, и АЕОЕВ какая - нибудь 

В / лишя на поверхности шара, со- 
единяющаят же точки; требуется 
доказать, что дуга АСВ < дуги 


Черт. 332. АЕБЕВ. 


() Замьч. Эти назвашя заимствованы изъ География. 
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Доказ. Проведемъ чрезъ. точки А, В и кагую-ни- 
будь точку р лини АЕРЕВ дуги большихъ круговъ 
АП н ВО. Если соединимъ точки А, Ви 1 съ цен- 
тромъ шара О, то составитея тригранный уголь ОАВО, 
котораго плосше углы 408, АОР-и ВОВ измфряются 
лугами АВ, АР и ВБ; а такъ какъ во воякомъ тригран- 
номъ угл одинъ изъ его плоекихъ угловъ менфе сум- 
мы двухъ другихъ ($ 215), то АВ < АБ--?В. Далъе 
соединимъ дугами большихъ круговъ: точку 0 съ какой- 
нибудь точкою ЕЁ лиши АЕР и точки Ки съ точвою А; 
такие соединимъ Л) съ какой-нибудь точкою Ёлинт РЕВ 
и точки Ди Ёсьъ точкою В; паходимь: Ар АЕ-ь ЕП 
и 28 <: Бе-н ГВ, Разсуждая такимъ образомъь далъе, 
заключаемъ, что линт АБОЕВ будеть предфломь ли- 
ни. составленной изъ дугъ большихъ круговъ; а пакъ 
послваняя больше дуги АСВ, то лин АЕПЕВ, соеди- 
илющал точки А и В, будетъ больше дуги большаго круга 
АСВ, соединяющей тБже точки. 


$ 291. Плоскость, имфющая съ поверхностью шара 
только одну общую точву, называется пасательною пло- 
скостью, а общая ихъ точка — точкою касашя. 

ТЕОРЕМА. Рад/усг, проведенный въ тонку ксашл, пер- 
пендикуллрень к касательной плоскости. 

Доказ. Лин, соединяющая центръ съ точкою касанйя, 
короче лин, соединяющих центръ съ другими точками 
касательной плоскости, а кратчайшее разстояше точки 
отъ плоскости есть перпендикуляръ (6 194). 

Обратная теорема. Велкап пчозкость, перпеидикулир- 
ная к» концу родлуса, есть касательнал плоскость. 

Доказ. Плоскость, перпендикулярная къ концу ражуса, 
другой точки общей съ поверхностью шара имфть не 
можеть, потому что, въ противномъ случаЪ, соединивь 
эту точку съ центромъ шара, получили бы наклонную 
равную перпендикуляру. 

417" 
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| Линш, проведенныя въ касательной плоскости чрезъ 
| точку касашя, имфютъ также одну только общую точку 
еъ поверхностью шара; эти лиШи называются поэтому 
касательными. дитя. 
< 292. Ткоремл. Поверхность шара равилетет про- 
| изведенио опружности большазо вруга па дгаметрь. 
Доказ. Положимъ, что около полукруга /ииюг (черт. 
333) описана половина правильнаго многоугольника 
абс /9', имТлотцаго чет- 
ное число сторонъ. При обра- 
щен полукруга вмЪстб съ 
“ многоугольникомъ около да- 
метра /1, полукругъь обра- 
г зуеть шаръ, а полумного- 
с угольникъ —т%$ло, состоящее: 


1) Изъ двухъ полныхъ ко- 
нусонъ, образованныхъ лин! 
ями аби 91; 


Черт, 333. 2) Изъ ряда усЪченныхъ 
конусовъ, образованныхъь лишями 6с, @ 
3) Изъ цилиндра, образованнаго линею 4е, если пред- 
положимь, что вта лишя параллельна д1аметру 62. 
Поверхность конуса, образованнаго лишею аб, рав- 
. аб 
я ($ 283) 9 410. о. = 
точку $ съ центромъ О, означимъ радусъ шара чрезъ А 
и замбтимь, что прямоугольные триугольники т пб, 


а! 
имъюще общ уголъ а, подобны, то найдемъ — = 5’ 


нлет = Эт 16. аз. Если соединимъ 


или (0. аз = В. а; по этому поверхность разсматрива- 
емаго конуса равняется т В . ай; но 2=А есть окружность 
болышаго круга, а а/ высота конуса, слфд. эта поверх- 
ность равняется: окружности большато круга умноженней 
па высоту копуса. 


.стоитъ изъ част 
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Поверхность усфченнаго конуса, образованнаго обра- 
щенемъ какой нибудь изъ сторонъ многоугольника, 
напр., стороны с4, по $`284, равна Эт иж. с. Сое- 
динивъ точку и съ центромъ и опустивъ изъ точки с 
перпендикуляръь на линию 4, составимъ два прямо- 
угольныхь триугольника и2О и 4с,, которые подобны 
между собою, потому что стороны ихъ взаимно перпен- 

и __ 66 
мб 54 
этому поверхность разсматриваемаго усБченнаго конуса 
равняется ЭтИ. сс,; а такъ какъ сс, есть пысота усф- 
ченнаго конуса, то поверхность его также равняется 
окружности большаго круга, умиожениой па высоту ео. 

Наконець предположивъ, что лин 4е параллельна д!а- 
метру 4, найдемъ, что поверхность цилиндра, ею обра- 
зованнаго, равияетсл 2т ре. 4 ($ 981); но ре=Ои = Н, 
слъдов. поверхность разсматриваемаго цилиндра равняет- ' 
сл также окружности большаго круга, умиожениой па 
высоту 620. 

Изъ сказаннаго мы заключаемь, что поверхность, обра 
зованная обращешемь многоугольника афс4е/у/, со- 
изъ которыхъ каждая равняется про- 
изведенио ея высоты на окружность большаго круга; 
слфдов. сумма вофхъ отихъ поверхностей, равняется 
окружности большаго круга, умноженной на сумму ихъ 
выеотъ, т. е. на лийНо ай. 

При увеличен числа сторонъ, многоугольникъ без- 
предфльно приближается къ кругу, а потому поверх- 
ность шара будетъ предъломъ поверхности, образованной 
чзрезъ обращенше многоугольника. Замтивь при томъ, 
что лишя ай съ возрасташемъ числа сторонъ безпре- 
дЪльно приближается къ маметру Аг, заключаем, что 
поверхность шара равняется окружности большаго' кру- 
га, умноженной на даметръ. 


дикулярны, саЪд. или на. са = В, сс,. По- 


— 26 


Такъ какъ окружность большаго круга равна 9= В, 
то поверхность шара выразится чрезъ 4 А*. 


Замьтивь, что п /* означаетъ площадь большаго кру- 
га, заключаемъ, что поверхность шара равняется так- 
ще четыремь площадима большавь круга. 


Если поверхности двухъ шаровъ означимъ чрезъ Ри 
р, а радусы ихъ чрезъ Ди г, то РЕфтА* ир= 


Рок 
стБдов. — =—5, Т. е. повержиости шарова относятся 
р з 


како пвадраты изъ радгусовь. 


$ 293. Часть АСОВ (черт. 334) поверхности шара, 
заключенная между двумя паралле.иь- 
ными кругами АВ и СО, называется 
шаровым» нолсомь или зоною; парал- 
дельные круги АВ и СО называются 
осповашями, а разстолые между ии- 
ми — высотою пояса. 


Изъ сказаннаго при опредфлени 
поверхности шара  слблуетъ, что 


поверхиость шаровию полса равиястся произведению еп, 


чысоты па окружность больииио круга- 
Если означимь высоту пояса чрезъ Н и радуеъ шара 
чрезъ А, то поверхность пояса выразиться чрезъ Э=ВН. 


Часть А,Е,В, (чер. 334) поверхности шара, отезчен- 
ная плоскослью А,В,, называется отрлзкоме или севмен- 
том» шаровой поверхности, а Е, М, часть рашуса пер- 
пендикуляриаго къ плоскости ебченя А,В,, называется 
высотою отрЪзка. 


Из сказаннаго при опредфлени поверхности шара 
слбдуетъ, что поверхность шароваго сеьмента равнияется 
произвейешю во высоты на окружность большазо круга. 
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Если означимь высоту сеглента чрезъ И и радустъ 
шара чрезь Л, то поверхность сегмента выразится 
чрезъ 2=А. И. 

$ 294. ТЕОРЕМА. Обьень шара равнлется произведе- 
по ео повер.сиосии па треть радуса. 


Доказ. Вообразивь на шар значительное число то- 
чекъ, приблизительно равномфрно распредфленныхь по 
всей поверхности его, и чрезъ каждую точку касатель- 
ную плоскость, получимъ многогранникъ описанный око- 
ло шара, который съ увеличешемь числа точекъ, об- 
щихъ съ шаромъ, безпредфльно къ нему приближается. 
Если же соединимъ центръ шара со всфми вершина- 
ми многогранника, то многогранникъ раздфлится на 
пирамиды, которыя имфютъ общую высоту, равную 
радусу шара, а основаня — стороны многогранника, 
Объемъ всякой пирамиды равняется произведению оено- 
вашя на треть высоты, а потому объемь многогранни- 
ка будетъ равняться произведению его поверхности на 
треть радуса. Изъ этого слфдуетъ, что объемь шара рав- 
пяется произведению его иоверхности на треть радува. 


Означивъ радусъ шара чрезъ А и замфтивъ, что 


поверхность его равняется 4=А*, найдемъ, что объемъ 


В 4 
шара равняется 4=А', 3 или зтА". 
Если означимь маметрь шара чрезь Ю и замЪ- 


р 
тимъ, что А? = >) = =, то найдемъ, что поверх- 


Оз 


Ыл) 
ность шара равняется то. 


Пусть будуть Уно объемы двухъ шаровъ, К и г ихь 
Иа. В. 


4 
5 Е 
т. е. объемы шировь относятся какь иубы изгь радгусовь. 


р 4 
радусы; тогда Г = = тАЗиь= 


— 264 — 


$ 295. Часть шара АОВС (черт. 335), ограниченная 
сегментомь АСВ и коническою поверх- 
ностью АОВ имъющею вершину въ цен- 
тр шара, называется сферическииь вы- 
ризкомв иди сектороиз. Очевидно, что 
сферическй секторъ можно разематри- 
вать какъ тёло, происшедшее отъ обра- 

Черт. 335. щеня круговаго сектора ВОС около ра- 
дтуса С0. 

Изь сказаниаго при опредфлени объема шара с4- 
дуетъ, что обесмие сферическаго сектора равепь поверсиости 
шароваю сеьмента АСВ’ умиоженной на треть радвуса. 

Если означимъ чрезъ У объемъ сферическаго секто- 
ра, чрезъ И высоту сегмента АСВ и чрезъ В радгусъ 
шара и замфтимъ, что поверхность сегмента равняется 
2т ВН ($ 293), то найдемъ, что объезмь сферическаго сек- 


а 
тора равняется 3 тА*Н. 


$ 296. Серимескиме сектором, въ смысл боле, общемт ие- 

жели въ предъидущемь $, назы- 
вается тво МГОГ,М, (черт. 336), 
образованное чрезъ обращен кру- 
говаго сектора (ОМ около даметра 
АВ. Описанный при этомь дугою 
М поясь Г, М,М называется осно- 
вашеме сектора. 

Изъ сказаннаго при опредфлеши 
поверхности шара сафдуетъ, что 
объемь сФерическаго сектора рав- 
ннется произведению его основашя 
па треть рамуса шара. Если озна- 
чимь высоту 070 осневаши чрезъ 

- Черт, 336. Н (5 293), радусь шара чрезъ В 
и замфтимь, что поверхность пояса 22,М,М равняется ЭН, 
то найдемт., что объемь сферическаго сектора равняется 
3" ВН. 

Когда одить изъ радусовъ круговаго сектора ГОМ совпа- 
лаеть съ радгусомь Од, то сеерической секторъ принимаетъ 
видъ схерическаго сектора предъидущаго $. 
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$ 297. Часть шара ЕМЗГ,.Г, (черт. 336), содержащаяся между 
двумя параллельными сфченями ЁГ, и №19/, называется суерние- 
скииа слоемв, параллельный съчешя РГ, и ММ, называются осно- 
ватлми слон, а разстояше между ними — его аысотою. 

Дзя опредфлеши объема сферическаго слоя РАГУ, Г, замтимть, 
что он равняется сферическому сектору ГМОМ, Г, сложенно- 
му сь конусомь ГОГ, без» конуса МОМ,. Если начимъ 
объемь счерическаго слоя чрезъ У, ого высоту чрезъ Н, ра- 
дусъ шара чрезъ Аи периендикулиръ, опущенный изъ центра 
на плоскость Г1.,, чрезъ К, то радйусъ круга /.Г,, будеть ук, 
а радусъ круга ММ, будеть А" — (КЕН)Е, 
т('- кк 


аЪАов объемь 

конуса ГОГ, равень 

п 1 — (К—Н)| КЬ—Н| 
3 


›а объемъ конуса МОМ, ра- 
венъ ‚атакъ какь объемь сверическа- 


го сектора ХМОГ,М, равен, © АЗЫ ($ 206), то 
у этАН-ь в (И) кт |СКНУН-Н|, 
Е] 


и, по сокращении, р] 
Тин (и — мн). 

Это выражеше можно представить въ другомь вид, введя 
вмфсто КиК раджусы двухъ основ: слоя. Пусть будуть м, и 
т, радусы основанй Е.Г, и ММ,. Замвтиви,, что А" — "+ ЮЖ = 
г + (К—Н)*, находимъ: 


кН НЕНИ: 
Е .- у 
а такъ какъ В" — К = ^.*, то 
тн Е ти и 


Т. @ обжемв слол равняется полусумию ею основан, 'умножениой 
п онсоту м сложенной св обтениив шара, илтющию эту высоту 
даметромв 

$ 298. Часть шара АСВ 4нерт. 335), отевчениая плоскостью 
АВ, называется сферическиме отризкомв или сеаментома; СО, 
часть радуса периендикулярнаго къ плоскости сфчешя АВ, 
иазывается высотою отрфзка. 

Очевидно, что принимая радусъ верхняго основаня шаро- 
ваго слоя равнымъ пулю, позучимъ отрёзокь шара: садов. по- 
чоживъ г, —0 въ выражени предъидущаго $, найдемъ. 

92 пн 


о 

Т. е. 0бвемь шаровао отризка равияетсл половинь обвема ци- 
липдра одинакой оысоты и одинакаю основангя св отрозкомв, 
сложенной св обземомг шара, изльющино вю высоту О!аметромв. 
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Часть шаровой поверхности АЙВС (черт 337), содер- 
д жащаяся между двумн полуовружностями АВ 
и АСВ болышихъь круговъ, называется д0у- 
сторонником. 

Построимъ въ центр шара линейный уголь 
РОС двуграннаго угла ОВЯСи ноложимгь, что 
С есть дуга большаго круга, служащая мёрою 
этого угла; С называется дуюю двусто- 
роиника. Очевидно, что 0С есть дуга боль- 
шаго круга иерпендикузярнаго къ даметру В. 

Означимт поверхность двусторонника чрез, 
Черт, 337. $, лугу его чрезь “ и радусъ шара чрезъ 
В. Замфтиеь, что поверхность двусторонни относится къ 
поверхности шара, какъ дуга двусторониика къ окружности 


а 
большаго круга, найдемь Р-НЕ и ОТСЮД8 $=98.а; т. е. 


повержность двусторониика равилется произяедению ею душ иа 
дгаметрь шара. 

Когда дуга двусторонника равилется четверти окружности, то 
двусторониикь называется прлаиимв. Очевидно, что поверхность 
ирямаго двусторонника равна А". 


О сзерическомъ триугольниЕ$. 


& 300. Возьмемь ина поверхности шара (черт. 338) три 
кая нибудь точки 4, В, Си проведемь, 
чрезъ нихъ дуги большихъ круговъ. 
Часть поверхности шара, ограниченная 
тремя дугами АВ, ВСи АС, называется 
сферическимв триулольникомв , дуги АВ, 
ВС и АС называютя сторонами триуголь- 
) ника Въ точкф А проведемлы касател 
пып АМи АМкь дугамь АВ и АС; уголь 
МАМ, составленный этими касательными, 
принимается за уголъ рическаго три- 
угольника между ого сторонами АВ и Ас. 

Черт. 338; Уголь сферическаго триугольника ‚ зак.ио- 
чающися между его сторонами АВ и АС, означается или одной 
буквою А изи тремя буквами ВАС. 

Соединивъ точки А, Ви С съ цептромь шара О, составимъ 
тригранный уголь ОЛВС, котораго плосме углы АОВ, ВОС и 
СОд измфряются дугами, а двугранные углы — углами стери- 
ческаго триугольника Въ омъ дфаф, вершина плоскихъ 
угловь АОВ, ВОС, и СОА находится въ центръ, и потому эти 
углы измвряются дугами 4В, ВС и С4. Стороны же АМ и АМ 
угла МАМ перпендикулярны кл, радтусу ОА и лежать соотвфт- 
ственно въ плоскостяхъ ВАО и (40, слБдов. МАМ есть линей- 
ный угодъ двуграннаго 8400. 


0 
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$ 301. Такъ какъ, по предъидущему $, стороны и углы сфе- 
рическаго триугольника, суть мёры пмоскихъ и двугранныхь 
Угловъ триграннаго, котораго вершина ‘находится въ центр, 
то изъ этого слфдуетъ: 

4. Каждая сторона схерическаго триугольника мене суммы 
двухъ другихъ сторонъ ($ 915). 

3. Сумма всфхъ сторонъ сферическаго триугольника мене 
окружности большаго круга ($ 916). 

3. Сумма угловъ счерическаго триугольника боле двухь и 
мене шести примыхъ угловъ (6 917), 

4. Вь равнобедрениомъ сферическомь триугольникЪ углы, 
аежацие противъ равныхъ стороиъ, равны ($ 294). 

5. Два сферических триугольника, иммощихъ по равиому 
углу, закмоченному между двумя соотвётственио равными сто- 
ронами, равны или симметричны (6 991). 

6. Два счерическихь триугольника, имфющихъ по равной 
сторонф, заключенной между двумя соо’ гвенпо равными 
углами, равны изи симметричны ($ 993). 

Два сеерическихь триугольника, имиощихь стороны со- 
отвфтственио равиыя, равны или симметричиы ($ 990). 


8. Два схерическихъ триугольника, имфющихъ углы соотвЪт- 
ственно равиые, равны изи симметричны ($ #23). 


$ 302. Задлчл Олределить площадь сферическало триуюль- 
ника по тремг даннымв умаме во. 
Рилиенйв Пусть будетъ вопервых АВС’ 
М (черт. 339) равиобедренный сфериче- 
ск триугольникь, въ которомь 4В==ВС. 
Продозятивъ стороны триугольника АВС, 
позлучимь три окружности болышихъ кру- 
говъ АСМГ, АВММ и ВСМЁ Сзериче- 
сый триугольникь АМС также равно- 
бедренный, потому что стороны его АМ 
и МС слу, дополнешями до полу- 
окружности сторонамъ 1В’и ВС. Но сто- 
роны триугольника АС соотиётственно 
Черт. 339. равны сторонамъ триугольника ВЕМ Вь 
полуокружиости, сад. вычтя, 


Есаи въ двусторонник® ВАМСВ замфиимъ триугольшить №10 
триугозьиакомь ВМ и прибавимь къ нему двусторонники 
Т.ВСАТ, и МВАСМ, то позучимь поверхность позушара АСМЕВ, 
сложениую съ двумя триугольшиками АВС. Означивъ поверх- 
ность сферическаго триугольника чрезъ 5, дуги измёриющия 
углы 4, В, С чрезъ а, 6, с и ращусь шара чрезъ г, найдем, 
что поверхность трехъ двусторонниковь МВАСМ, ЕВСАГ и 
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ВАМСВ равна (а + 6 + 0) 9» ($ 999) и потому 
Эти" + 25 = (а + -н о 9; 
отсюда анье тк 

Эта же зормула выражаеть пзощадь какого нибудь сфериче- 
скаго триугольника. Въ самомъ дЪаф пусть будетъ АВС (черт. 
340) какой нибудь сеерическй триугольникъ; 

имь перпендикуляръ, опущенный изъ 
центра шара на плоскость, проходящую чрезь 
точки Я.В и С, пусть О будотъ точкою встр- 
чи этого периендикуляра съ поверхностью с+е- 
ческаго триугольника АВС ТТакъ какъ этотъ пер- 
Черт. 340. пендикулярь находится на одинакомъ разстоя- 
ни оть точекь 4,В и С р 988), то точка О’ ранно отстоитъ оть 
этих точекъ; и если проведемъ дуги большихь круговь 40,80 
и 0С, тоэти дуги, соотввтетвующия равнымъ хордахь, будуть 
равны; сидов. серичесый триугольникь АВС раздЪфаяется ду- 
гами 40,ВО и СО на три равнобедренныхь сверическихь три- 
угольника А0В, ВОСи СОА. Означивъ дуги углонъ триугольника 
АОВ чрезь и,, 6, пор, триуголини со, а триу: 
гольышка 4 ОС—чрезь а,, о, с, тогда найдем, по предъидущему 
АО = ино жил; ВОС = не, + 0, — т) 

40С а, + 0: + с!) — т") г. 

Если сложимъ эти уравиешя, означимь площадь сферичесва- 
го триугольника АВС чрезъ 5, дуги соотвтетвующия его угламь 
а, биси им, что о, о, -- 0з равняется окруж- 
и большаго круга, те. Эт», то позучимь 
@-о--е— п" г. 
Раздваивь об части этого уравнешя на тг, и 
абс 
Е ЕЕРИЕНА, 

тг 

Примемь прямой двусторонникъ за единицу поверхности и 

прямой уголь за единицу угловъ. Такъ какъ всяк двугранный 


дезгь 


уголь относится къ своей дугв, какъ два примыхь двугранныхь 
угла къ половин окружности бозьшаго круга, то -- : 

т ТОНЕ ‘тг.В. т".б 
г = др} отсюда а = п.=- 


5 А-Вв-+С 
т» 2 
сторонника равна т"’ ($ 299), а такъ какъ эту поверхность 
принимаемъ за единицу, то 


5 


и потому — 1. Поверхность прямаго дву- 


А-+-В--С 
и 
т. @ поверхность сферическаю триуюльника равилется полусум- 
м ею узлов5 626 прямао зала, когда поверхность прямаго 
двусторонника принимаем» за единицу поверхностей, а прямой 
уголь — за единицу угловъ. 
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Подобе круглыхъ тфлъ. 


_$ 303.-Два цилиндра, высоты которыхъ пропорцюнальны ра- 
‚Мусамъ ихъ основан, называютъ подобными. 

'Очевидно, что отъ обращен подобныхъ прямоугольниковь, 
около сходственныхь сторонъ образуются подобные ‘цилиндры. 

ТЕОРЕМА. Осиоваийя дтужо подобиытв цилиндровь относят. 
сл какб поадраты нев высот. 

'Дэказ. Пусть будуть Н и А высоты, В иг радусы осно- 


ванй двухъ подобныхь цилиндровъ. Такъ какъ — = ь 
Н* ти Н* 
деи потому — т. 


Изъ этого предаожешя сафдуеть, что обвемы двухв подобиыхе 


что У=жАН но = т”"Й, найдемь — АР 
в й 

$ 304. Два конуса, которыхь высоты пропорнальны раду- 
самъ основан называются подобными. 

Очевидно, что оть обращешя подобных прямоугольных три- 
Угольниковъ около сходственныхъь катетовъ образуются подоб- 
ные конусы. 

ТЕОРЕМА. Основашл подобныгв конусов относятся как 
квадраты итё высот. 

'Доказ. Пусть будуть Ни Л высоты, В и" радусы осно- 

К Н 


вашй двухъ подобных конусовъ. Такъ какъ == о 
г й 

В "и пот р 

ны м =-=. 

т и 


Изъ этого предаожешя слфдустъ, что обвемы доузв подобных 
конусов5 относятся какз кубы ижв высотвь, потому что, означивъ 
объемы двухь подобныхьъ конусовъ чрезь Г нь, и замфтивь 
что У = Е и найдемь Е св 

3 и В т"й 18 
Коническия сфчешл. 

$ 305. ТЕОРЕМА. (ьчени конуса плоскостью, пернендику- 
дярною кз оси ею, есть круг. 

В `Доказ. Пусть будеть 2М* (черт. 344) св- 
чеше перпеидикулирное къ оси конуса В0 
и о точка, въ которой ось встрёчае это 
съчеше. Если соединимь кабя нибудь дв 
точки аи 6 лини съчешя съ вершивою В 
и съ точкою о, то поаучимъ два пря- 
моугольныхъ триугольника Воа и Воф, ко- 
торые равны между собою, потому что 
имфютъ общ катетъ Во и по равному 06- 
с Рому углу; схбдов. оа = об; а это зна- 

чить, что лишя съчешя есть кругъ, кото- 
Черт. 341. раго ценаръ находится въ о. 


И] 
| 
] 
| 
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Есаи разсмотримъ копическую поверх- 
пость АСВ (черт. 349), ъ поверхность 
образованную движешемь лиши СВ, кото- 
рой один, конець В скользить по’ окруж- 
ности круга АВ, между тьмъ какъ дру- 
гой конецъ С остается нелодвиж пымъ на 
периендикузир®, возставаенномь къ кру- 
АВ изъ центра его; то въ этомь случаь 
продозжеше образующей С опишеть 
другую ковическую поверхность «6%, об- 
ращенную въ противуположиую сторону. 
Эти двф поверхности, происшедиия отъ 
вАВИкеШи одной и тойже миши, называ- 
1отСЯ полостлми копуса. 

Когда пересёчемъ конусъ АСВ пло- 
Черт. 3 скостью РМ, ветрчающею вс® образу 
ще, то въ сфчеши иолучится сом и кривая лини (т, во- 
торан называется эднисисома ы 

Когда плоскость съчеши РМ (черт. 343) паразельна одной 
изъ образующихъ, 
пр (4, го въ 
ий: получится 
дишЯ (тя, 
ограниченная съ 
одной стороны и 
безиредфльно иро- 
стирающая въдру- 
гую сторону; эта 
кривая называется 
параболою. 

Наконець когда 
плоскость сёчешя 
ЕМ (черт. 344) па- 
раллельна осикону- 
ана пересвчеть 
полости копу- 

- омь случав 
Черт. 343. Черт. 344. получаются вл сЪ- 
чени дв кривыя нош и мую, ограниченныя съ одной сто- 
роны и безиредфльно простирающися въ другую сторону; эти 
дв кривыя вывств называются зилерболою- 

Эллипсисъ, парабола и гииербола называются коническими 
стчен/я.ми. 

Эти лин столь же замфчательны по своимъ геометриче- 
скимь свойствамь, какъ и по связи ихъ съ многочисленными 
явленами природы. 


об 
са В! 
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Задачи. 

241. Плоскость пересфкаеть шар, рамусавъ 10 , по кру- 
гу, котораго радусъ равешь 8 $; опредфаить разстояше этой 
плоскости отъ центра шара. 

242. Найти посредетвомь построешя радрусъ даниаго шара. 
3. Опредфаптъ объемъ усфчениаго конуса, котораго высо- 
та равна 1,35, а радфусы двухъ основан!й равны 0,90 и0,65. 

244. По данной поверхности шара $ опредфаить его объемь. 

245. Опредфлить поверхность и объемтъ земнаго шара, приви- 
мая радусъ его равнымъ 636,62 мир!аметрамъ. 

246. Опредфаить радусъ шара, котораго поверхно, 

247. Полушаръ содержить 5 куб. ®ут; опредъаить радбусъ ого. 

248. ОпредЪить поверхност ркаго пояса земли, приви- 
мая высоту его равною 507 мир!аметр. и рамусъь земли рав- 
нымъ 636,68 мир!ам. 

249. Опредфаить поверхность холодной полосы земли, при- 
нимая высоту ея равной 53,65 мирам , а радусъ земли въ 633,62 
мир!аметр. й 

950. Опредфалить высоту цилинара, радусъ основашл кото- 
раго равен 8 Ф. и который содержитъ 486 куб. чут 

251. Опредфлить объемь конуса, котораго высо равна 19 +., 
а образующая — 15 +. 

252. Объемъ конуса равенъ 1 куб. чут., а радусъ основашя 
его есть треть его высоты; опредфаить этотъ рад!у 

253. Литръ, служащй Французскою мфрою дая жидкостей, 
есть цилиндръ, котораго высота вдвое 604%е даметра его осно- 
ванй и котораго вмфстимость равна 4 куб. дециметру. Опре- 
АЪаить высоту и радусъ основашя зитра, 

2.4 Опредфлить отношеше поверхностей и объемовъ двухъ 
циаиндровъ, происшедшихъ отъ обращеши прямоугольника 
около его основашя и высоты. 

255. Цизинаръ мыльной воды, котораго высота равна 9 мил- 
диметрамт, а радгусъ основан также равенъ миллим., можеть 
образовать пузырь, котораго раду съ равенъ 54 мизлиметр. Опре- 
АЪлить толщину оболочки пузыря. 

256 Около круга, котораго радусъ равенъ #, описанъ квад- 
рать и равностороншй триугольшикъ, котораго основаше па- 
раллельно сторонф квадрата. Опредфлить отношеше поверхно- 
стей и объемовъ шара, цилиндра и конуса, происшедшихт отъ 
обращеня круга, квадрата и триугольника около высоты три- 
угольшика. 


1 кв. Ф. 


РЕШЕНШЕ ЗАДАЧЪ. 


часть 1, плАИИМЕТРиЯ. 


ГЛАВА И. 


1. На произвольно начерчениой прямой отваадываются, по- 
вомь циркуля, одна за другой, всё давныя лини. 
9. Тоже построен. 

3. На лиши АВ откладывается мёньшая лин ММ. 

4. Изъ обоихъ концовь прямой АВ описываются окружности 
равными радусами; зишя, соединяющая точки пересфченя 
двухъ окружностей, раздфлить линно АВ попоза» 

5. Линн АВ дЪлится пополамь, каждая часть опать попо- 
ламъ ит, д. 

6. Если сложимь лини $ и @ и раздфанмть диню $ — 4 но- 
поламъ, то получимь большую изъ двухь искомыхь линИй; 
если же изъ 5 вычтемь 4 и раздфлимъ линно #—4 пополамъ, 
то получимь мёньшую изъ двухъ искомыхь лин. 

7. Тоже построеше какъ въ зад. 4. 

8. По обфимь сторонамъ точки О откладываются равныя ча- 
сти ОМ и ОМ и изъ точекь Ми М описываются дуги равными 
радусами; ли, соединиющая точку пересфченя этихъ дугъ 
съ точкою 0, будеть искомый перпендикуляръ. 

9. Изъ точки М описывается окружность, пересфкающая 
прямую АВ въ точкахь Ри 0; изъ точекъ Ри О описываются 
дуги ‘равными рад и; лин, соединяющая точку перес 
ня двухъ дугь съ точкою М, будетъ искомый перпен- 
дикуляръ. 

40. Изъ точки М опускается перпендикузиръ на липно 4В. 

АЛ. Перпендикуляръ, возставленный въ срединё прямой АВ. 

12. Изъ точки О описывается произвольнымъ радусомь ду- 
га, которая пересфчеть стороны угла въ точкахь Г и №; изъ 
точки А описывается тЬмь же радгусомъ дуга, которая перес 
четь прямую АВ въ точкф С; наконець изъ точки С радбусохгь 
ТМ описывается дуга, которая пересёчеть первую дугу въ 
точкВ 0. Соединивъ точки № и 4, получимъ уголь ВАС, рав- 
ный угау ГОМ. 
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13. Проведя произвольную линно АВ, составимт при какой 
нибудь ея точк® А уголъ САВ, равный первому изъ данныхъ 
угаовъ; при той же точкё А составимь на ини АС угодъ, 
равный второму изъ данныхъ угловъ и. т. д. 

14. Тоже построеше. 

45. Проведя произвольную прямую АВ, составимь при какой 
нибудь точкф ея А углы САВ и РАВ, равные даннымь угламъ; 
тогда уголь САД будеть искомый уголь. 

46. Изъ вершины А описываемъь произвольнымъ радгусомъ 
дугу, которая пересфчетъ стороны угла въ В и С; изъ точекть В 
и С описываемъ одинакими радусами дуги, которыя перес\- 
кутся въ точкф 0; аншя АР раздфзить уголъ пополамъ, 

17. Раздъаивъ уголь ВАС пополамъ, дфлимъ каждую часть 
снова пополамъ и. т. д. 

18. Пусть будуть $ и 4 сумма иразность двухъ искомыхь 
угловъ. Сложивъ зи Фи раздфаивъ уголь $ 4 пополамъ, полу- 
чимъ больший изъ искомыхь угловъ; вычтя 4 изъ з и разд®зивь 
уголь з—4 пополамъ, найдемь меньший изъ двухъ искомыхь 
Угловъ 

19. Раздълигь линию ВС пополамъ, соединимъ средину ея 
съ точкоо 4. 

20. Опустивъ изъ Г перпендикуляръ на АВ, продолжимь его 
на равное разстояше по другую сторону АВ; лиш я, соединяю- 
щая конець его съ точкою №, пересфчеть АВ въ искомой точкф. 

91. Изъ точки А опускаемъ перпендикуляръ на линйо, дЪфан- 
щую а ТОМ пополамъ. 

52. Перпендикуляръ, возставаенный въ срединф ММ, пересз- 
четъ АВ въ искомой точк%. 

23. Лия, дФлящая угодъ АОС пополамъ. 

94. Линт, дЪаящая уголъ двухъ прямыхь ГМ и РО пополамъ, 
пересфчетъ ирямую АВ въ искомой точк®. 

95. На произвольно взятой лиши откладывается одна изъ 
данныхъ сторонь, а изъ концев ея, радусами равными двумъ 
другимъ сторонамъ, описываются дуги, пересьчеше которыхъ 
опредфлитъ третью вершину триугольшика. Вопросъ возможен 
только тогда, когда наибольшая ‘изъ данныхъ сторонъ меньше 
суммы двухъ другихъ сторонъ. 

26. Построивъ уголь, равный данному, отказдываемь на сто- 
ронахъ его данныя стороны. 

27. На произвольной прямой откзадываемь данную сторону 
и при концахъ ел строимъ два угла, равные даинымь угламъ; 
пересёчеше двухъ сторонъ этихь угловь опредфлить третью 
вершину триугольпика. 

28. Построивъ уголъ ВАС, равный данному углу, откладываемь 
на одной изъ сторонъ его часть АС, равную данной сторон не 
противулежащей данному углу, и изъ точки С описываемь ра- 
‚длусомъ, равнымъ другой сторон, дугу, пересфчене которой 
съ стороною АВ опредфаитъ третыо вершину триугольника. 
Вопросъ возможенъ только тогда, когда дуга н прямая пере- 
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сфкутси, т. е. когда сторона, противулежащая данному углу, 
больше периендикуляра, опущеннаго изъ С на АВ. Если при 
этомъь сторона, противулежащая данному углу, менфе другой 
стороны, то вопросъ допускаеть два рёшеншя; когда же эта 
сторона равна перпендикуляру опущенному изъ С на АВ, то 
искомый триугольникъ будеть прямоугольный и вопрост, допу- 
скаеть только одно рзшеше. Е. сторона, лежащая иро- 
тивъ даннаго угла, больше другой стороны, то вопросъ также 
допускаетъ только одно рёшеше. 

29. На одной изъ сторонъ прямаго угла откладывается дан- 
ный катетъ и изъ коица его описывается радёусомь, равнымь, 
гипотенузЪ, дуга, пересёчеше которой съ другой стороною 
прямаго угла опредфаитъ третью вершину триугольника. 

30. Построивъ уголъ, равный данному углу, откладываемъ на 
одной изъ его сторонъ часть равную гипотенузв и изъ конца 
ея опускаемь перпендикулиръ на другую сторопу угиа. 

31. Построивъ уголь ВАС, равный данному углу, отклады- 
ваемъ па сторон АВ’ часть АМ, равную данной сторон, и на 
АС часть АМ, равпую данной разности двухъ других сторонъ. 
Въ срединё лиши ММ возставаяемь перпендикуляръ, который 
пересфчетъь линйо АС въ точкё 0; АМЬ будетъ искомый три- 
угольникь. Воиросъ возможенъ только тогда, когда точка 2 
лежить на продолжени лини АМ. 

32. Построивъ уголь ВАС, равный данному углу, откаады- 
ваемъ на АВ часть АМ, равную данной сторон и на АС часть, 
АМ, равную данной суммв двухъ другихъ сторонъ. Въ среди 
НВ лиши ММ возставаяемъ периендикуляръ, который пересв- 
четъ АС въ точкф 10; АМО будетъ искомый триугольникъ. Во- 
просъ возможенъ только тогда, когда точка ) ‘лежитъ между 
точками А и М. 

33. Опустимъ изъ С перпендикуляръ на АВ и продолжимь 
ого на равпое разстолн!о; линя, соединяющая по другую сто- 
ропу АВ, конецъ его съточкою М, перосфчетъ АВ въ искомой 
точ. 


ГЛАВА Ш. 


34. 1) Изъ точки А опускаемъ перпендикуаяръ АР на линию 
ТМ и въ той же точкф А возставаяемь перпендикуляръ къ АР. 

9) Чрезъ А проводимъ произвольную линйо, пересёкающую 
ТМ въ точк Ри строимъ при точкв А па зиши АР уголь, рав- 
ный углу АРМ. 

35. При какой иибудь точк® Р прямой Г.Г строимъ уголъ МРО. 
равный дапному углу, и проводимъ чрезъ точку А линйо, па- 
раллельную ОР: 

36. Лин, параллельная прямой 2М и находящаяся отъ нея- 
на разстояши а. 

37, Двадцати шести прямымъ угламъ. 38. Семпадцать. 

39. Раздфливь многоугольникъ д!агоналями на триугольники, 
строимъ посафдовательно рядъ триугольниковъ имь 


$0. Прямой уго-ть. у 

41. Изъ какой нибудь точки Г, прямой ГЛ описываемъ рад/у- 
сомъ а дугу, которая пересфчеть прямую РО въ точк® В; при- 
мая, проведенная изъ точки А паралаельно злиши ФВ будетъ 
искомая лишя. Вопросъ допускаетъ два рфшешя. 


42. Проведя чрезь 4 произвольную прямую АС и отложньь 
на ней » равиыхь по произвольныхъ частей, соединимъ ко- 
нець посафдней ли Ссъ точкою В и проведемь чрезь всф 
точки дёлешя ашии АС прямыя, паралаельныя прямой СВ. 


43. Чрезь О проводимь линию  паралаельную АС, которая 
пересёчеть сторону АВ въ точкё 1); откладываемь на сторо! 
АВ часть 0В = АБ и проводимь прямую чрезъ точки Ви 0. 
4. При какой пибудь точк® 4, произвольно взятой прямой АВ, 
строимь уголь ВАС, равный одному изъ данных угловъ и про- 
водимь линйо, параллельную прямой АВ, на разстолий А от 
нея, — положимъ, что она пересвчеть линйо АСвъ точкВ С; иро- 
водимь чрезь С прямую, которая составить съ лишею АВ уголь 
равный второму изъ ‘данныхъ угловъ и пересфчеть линйо 4 
положимь въ В; АВС будетъ искомый триугольникъ. 

45, Въ среди 0 зни 48, равной данному оспованйо, воз- 


ставаяемъ периендикуляръ и 5% какой пибудь точкё К его 
строиыь уголь ШЕЕ равный половин даннаго угла; прово- 
димь за тьыь изъ А линйо параллельную ЕР, которая иерес 


четь ДЕ въ точкф С, тогла АВС будетъ искомый триугольникъ. 

46 Построшьь уголь ВАС равиый данному углу, проведем 
лиийо параллельную сторон АС на разстоянш Л’ отъ нея, ко- 
торая пересъчеть АВ, положимь въ точкф В, тогда АВ есть 
одиа изъ сторонъ искомаго триугольника. Вычтя 4В изъ пери- 
метра р, получаемь сумму двухъ другихъ сторонъ, и вопросъ 
вроводится къ зад. 39. 

47. На лиши 48, равной данному периметру р, строимь три- 
угольникъ АВС, имЧлоний данные углы т и и, прилежащие сто- 
ронф АВ. Пусть будеть Р точка пересёчешя линй, дфаящихь 
углы А и В поноламь, проводимь изъ Р лини параллельных 
сторонамь ВС и АС, пересъкающи АВ, поло; › ВЪ точках 
Ки 0; тогда РОВ будетъ искомый триугольникъ. 


48. Вопросъ приводится къ построенйо триугольника, кото- 
раго стороны будуть: данная сторона паразлезограмма и по- 
ловины двухъ его дагоналей. 


ГЛАВА ТУ. 


49. Прямой уголь. 50. Восемь хутовъ. 51. Два хута 52. Уголь 
тупой 

53. Если оть периметра отнимемь данный катетъ %, то 
получимъ сумму гипотенузы и другаго катета; садов. построе- 
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ше триугольника приводится къ задачв 33. Г! з 
и р во д ‘ипотенуза будет 
р 


ея ВЕС 


равняться 


с) 


55. Начертивъ какой нибудь уголъ ВАС, откаадываемъ на 
сторон АВ части АМ=а и МУ =, на сторон же АС—часть 
АР = с; соединивъ за твыъ Ри М, проводимь чрезь М зинйо па- 
раллельпую МР, которая пересфчеть АС, позожимъ, въ точк® 
0; РО будетъ искомая лишя. 

56 Проведя чрезь А произвольну линйо АС, откладываемъ 
на ней лини АМи ММ, отиошеше которыхъ равнялось бы данно- 
му отношенно, соединяемь № и В ипроводимъ чрезъ М линйо 
паралаельную МВ. 

57. Проведя чрезъь А гроизвольную анийо АС, от 
на ней АМ =; ММ№М=я; МР ; РО=а, соедиияемь О и В 
и проводныь чрезъ точки Р, №Ми М лини паралледьныя къ ОВ. 

58. На зищи ВС опредфаяемъ точку Г такъ, чтобы = ® Е 

я 
тогда АГ будеть искомая лишя Вопросъ допускаетъь два рфше- 
ия, соотвфтетвующи положенио точки Т на продолжеши лини 
ВС иди между точками Ви С. 

50. Изъ какой нибудь точки 0 лиш АС опускавмь перпен- 
дикузяръ ОГ на линно АВ и изъ 0, р усомъ ДЕ, описываемь 
дугу, пересфкающую АГ въ точкё Е. Если чрезъ Г проведемъ 
зинию параллельную РЕ, то она иересфчеть зинио АС въ иско- 
мой точкф. 

60. Проведячрезь Глинйо параллельную 48, положимъ, чтоона 
пересвчеть линно Аб или продозжеше ея въ 0; отложимъ на АС’ 
такую часть РЕ, чтобы р = 7 тогда ЕТ будетъ иск. 

61. Параллельная къ 48. 

62. Разстояне двухъ сторонъ въ 9 хутовъ, равное 8 Фут., 
относится къ искомому разстоянйо, какъ 3 къ 9; садов. иско- 
мое разстояше равно 6 Фут. 

63. Построивъ паразлелограммъ АВСЛ, въ которомъ АВ = 91, 
ВС=91, и дмагональ АС = 91,, дъаимъ другую д’агональ ВО на 
три равныя части въ точкахъ Ги Н; 4!Н будетъ искомый три- 
угольникъ. Вопросъ возможенъ только тогда; когда большая изъ 
зинй 1, Ги[, меньше суммы двухъ другихъ зишй. 


64. Другая сторона равна 7. 


дываемъ 


мая лин, 


65. Строимь послфдовательно углы, равные угламъ даниаго 
многоугольника и стороны, пропорщональный сторонамъ. его, 
принимая АВ за первую сторону искомаго многоугольника. 

66. Пусть будеть 4 наибольший уголъ даннаго триугольника 
АВС, Изъ точки А опускаемъ периепдикуляръ АР на сторону 


ВС, проводимъ липно АН параллельную ВСи дфлаемь АН = АР; 
положимь, что ВН цересфчеть АС въ точк® №; изъ № опуска- 
емъ перпендикуляръ МТ на ВС; МТ будеть сторона искомаго 
квадрата. 

67. Пусть будетъ А наибозьшй угодъ даннаго триугольника 
АВС. Изъ точки А опускаемь перпендикуларъ АР на сторону 

АН 
ВС, проводимъ АН параллельно ВС и дБлаемъ дв = >. Поло- 
жимъ, что ишя ВН пересфчетъ АС въ точкё № Изъь М опу- 
скаемъ перпендикуляръ МЕ на ВС; УЕ будеть одиа изъ сто- 
ронъь искомаго триугольника, 

68 Пусть будетъ М одпа изъ искомыхь точек и 0 среди- 
на лини! АВ, имфемь АМ" = ВМ" =8(МО* + 40*) = т* ($ 71). 
Сафдов. МО’есть величина постолиная т. в. искомое геометри- 
ческое мёсто есть окружность, которой центр находится въ 0. 


ГЛАВА У. 


69. Часгь лини, проходящей чрезъ данную точку и центръ 
круга. 

о, Часть ани, проходящей чрезъ данную точку и центръ 
круга. 
т Часть линш, проходящей чрезъ оба центра. 

72. Наложить хорду дан дуги два, три раза ит. А. 

73 Соедининъ точку А съ центромъ 0, проведемь чрезъ 
А перпендикуляръ къ 40. 

74. Въ среди хорды возставаяемъ перпендикулярь и по- 
вторяемъ это построеше два, три раза и т. д. 

75. Линт периендикузярная къ средин® прямой АВ. 

76. Возставивъ въ средин лиши АВ периендикуляртъ, опн- 
шемъ изъ точки А даннымь радрусомъ дугу; пересёчеше этой 
дуги и пёриевдикуляра есть центръ искомаго круга. Вопросъ 


возможен только тогда, когда данный радгусъ не меньше + 


77. Взявъ на дугь нзи окружности три камя нибудь точки 
А, Ви С, возставаяемь перпендикуляры въ средииф хордъ АВ 
и ВС; точка пересёчешя этихъ перпендикулировь будетъ иско- 
мый центр” 

78. Перпендикуляръ къ прямой АВ въ точк® М. 

79. Возставивь въ точкё М перпендикуляръ къ прямой 48, 
откладываемь на этомъ периенаикуляр® часть МО, равную дан- 
ному радгусу. 

80. Возставимъ въ точкв М периендикуляръ къ прямой АВ, 
и другой перпендикулярь въ средииф лиши ММ; точка пере- 
сфчешя двухъ периендикуляровъ будеть центръ искомаго круга. 

81. Параллель къаний АВ па разстояни г отъ нея, пересфчетъ 
знино ММ въ точкЪ, которая будеть центромъ искомаго круга, 
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Зопросъ невозможеный или, неопредъзеный, когда лиши АВи ММ 
параллельны. 

82. Параззезь въ лини ЯВ па разстольи г отъ нея перес$- 
четь овружиость въ точкф, которая будетъ цептромъ искомаго 
круга. 

Вопросъ допускаеть два рьшеня, одно рышене или вопросъ 
невозможен, смотря потому будетъ ди разстояше центра даннаго 
круга оть прямой АВ меньше, равно, или больше суммы рад!- 
усов ивухъ круговъ. 

_ 83. Окружность описанная изъ центра даннаго круга радту- 
сомь равпымь сумм или разности Авухъ радусовъ В и г. 

84 Изъ центра даниаго круга описываемть окружность рад!- 
Усомъ равнымь сумм или разности двухъ радгусовъ А и г; 
перссьчеше этой окружноств съ прямой ЯВ есть центръ иско- 
маго круга. 

85. На лини, соединяющей центръ даннаго круга съ точ- 
ко М, откладываемь часть М0, =; 0, будеть центръ иско- 


допускаеть два рёшеня. 

86 Линт, соединяющая центръ круга съ точкою М и пер- 
пендикуляръ къ срединв ММ, переськутся въ центр искома- 
го круга. 

87. Периендикуляръ, опущенный изъ центра на хинйо ММ в 
периендикулярь къ средин?: лин! АВ, опредфаять своимъ пе- 
ресвчешемь центръ искомаго круга. : 

88. Возставивъь перпондикуаяръ ММ къ прямой АВ въ точкь 
М ин отложивъ на немь часть ММ, равную радусу даннаго кру- 
га, соодинимь точку М съ цеитромт, `О даннаго круга и воз- 
ставимь перпендикуляръ въ срединё лини №0; пересфчеше 
этого перпендикулира съ перпендикуляромь ММУ опредфаить 
центрь искомаго круга. Вопросъ допускаеть два рёшешя, 

89. Проводимь въ М касательную, которая пересфчетъ ан- 
ийо 48, позожимь, въ С; аиня, АЪлищая уголь АСМ пополамъ в 
дин, соединяющая М съ центромъ даннаго круга, опредфаяють 
своймь поресфчешемь центръ искомаго круг: 

Вопросъ допускаеть два рышошя, соотвфтетвуюция внфшие- 
му и виутренному касанйо. 

90. Половина гипотенузы 

91. Окружность описанная около гипотенузы какъ даметра. 

92. Окружность, которой ращусъ равейъ позовинв разстоя- 
шя точки 4 оть центра даннаго круга. 

93 Когда въ четыреугольникв АВСО сумма противуполож- 
ныхь угловъ равна 94. 

9+ Изъ какой пибудь точки О лежащей ви прямой АВ, 
описываемь радусомъ О4 окружность, которая пересфчетъ АВ, 
положимь, вь Ми проводимь чрезъ точки О и М Гаметръ, ко- 
торый пересфчеть окружность, положим: ‚въ М; авшл АМ будет. 
искомый периендикуляръ. 
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95. 1) Если точка А лежитъ на окружности, то помонаннт 

анръ, возставленный въ точкё 4 къ радусу, проведе у 
Кас: я. 

эту точку, будетъ искомая касательна. . Е 
и вы той А лежитъ вн® круга, то м 

о у 5 Гамет к ь 
громь круга О, опишемъ около АО, какъ д о пружность 
и ЕЕ данную окружность, положить, т точкахь 
М и №; лини АМ и АМ будуть искомый Сто а 

96. Построивъ уголь ВАМ, равный давному НН 

| а и въ точк® 

зь центра периендикуляръ на АМ в о ‚ре | 
АН съ окружностью проводим» асательную. 

97. Коицентрическая окружность рамуса \/а* = 

98. Пересфчеше предъидущаго геометрическаго мфста съ 
зишею 48. . т | 

Вопросъ допускаетъ два рёшешя, одно и и о 
певозможень смотря потому будетьли разстояше центра да 
паго кругь оть прямой АВ менфе, равно иди бодфе У т, 


у уг адываем” авную а и они- 

99. Въ данномъ круг откладываемь хорду ра Е и ош 
сываемь концентричоскую окружность, касатольную къ этой 
хорд; за тёыъ проводимъ изъ точки А касательную къ этой 
ору ‘ности. Вопрось возможень, когда а меньше даметра 
инаго круга. З , 
100. т въ въ данномъ кругв вписанный уголъ МОМ, 
равный даниому углу, опредфаимь хорду ММ, тогда вопросъ 
приводится къ задач. 99. нЕ И 
вас точку А проведемь прямую МАМ, такъ, чтобы 
В К т возставаяемь периенди- 


возможень, смотря пот ее о 
касастся ел, изи не встрёчается съ нею. | 

105. Описать на аишяхъ АВ и ММ дуги, выцающия уголь 
въ 45°. : р 

406. Ца двухъ сторонахъ АВ и ВС описать дуги, выфщаюцщуия 
углы въ 120°; пересьчеше этихъ двухъ дугь опредфаить ис- 
комую точку. 

107. На лиши АВ = а опишемъ дугу, вмыщающую уголь м; 
пусть будеть г радусъ этой дуги; проведемьъ параллель къ АВ 
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на разстояни Л отъ нея; пересфчеше этой лини съ дугою 


опредфлитъ вершину искомаго триугольника. Вопрось вдзмо- 


женъ тогда, когда Л < # == ”“— + › ГАВ знакъ -- относится 
къ тому случаю, когда я озмачаеть острый уголь, а знакъ — 
когда т тупой уголь. 

408. На лини: АВ описываемъ дугу АКВ вм шающую почо- 
вину угла, вписаннаго въ сегментф АМВ даннаго круга; за тёмъ 
изъ А радусомъ з описываемъ дугу, которая пересфчеть дугу 
АКВ въ точкВ М, лишя АМ пересвчеть дугу АМВ въ искомой 


точкф. Вопросъ возможенъ когда з < 8 


из > а, 14 кесть радусъ даннаго круга и а дзина аинш 48. 
Ива рёшешя. 
109. На лиш АВ описываемъ дугу КАВ, вы цающую уго.ть 


а т 
равный 00° += -5- › гдЪ 2 означаеть уголь, виисанный в сегмент 


АМВ даннаго круга. За тмъ изъ А радусомъ 4 описываем 
дугу, которал порссфчеть дугу АКВ въ точь №; лишя АМ ие- 
ресёчеть дугу АМВ въ искомой точ: Два рфшешя, какъ въ 
предъидущей задачв. Вопрось возможень, когда 4 < а, гда 
означаеть длину линш 48, 

110. На данномь осповаши описываемь дугу, выцающую 
данный уголъ; тогда вопросъ приводится къ задач 108. 

411, 1) Пусть будуть 4В и СО двф данныя лини. Па произ- 
вольной прямой откладываемь ММУ = АВ и № = С0, такъ, что- 
бы МГ = АВ -- СБ, и, описавъ около МГ, какъ дтаметра, окруж- 
ность, возставляемь въ М перпендикуляръ къ МЛ. 

2) На большей изъ двухъ данныхъ дин АВ откладываемъ 
часть ВМ, равную меньшей лиши СО, и описавъ около АВ, какъ 
‚ламетра, окружность, возставаяемъ въ № перпендикулярт къ АВ, 
который пересфчетъ окружность, положимъ, въ точкв М; тогда, 
МВ будотъ искомая лишл. 

3) Отложивъ на АВ часть ВМ = СО, опишемъ около АМ, какъ 
л!аметра, окружность, и проведемь изъ точки В касательную 
къ ней; если М есть точка касаня, то ВМ будеть искомою 
чин 0. 

112. На зини АВ описываемь дугу АЮВ, вмьщающую дан- 
ный уголь т; пусть будеть АЕВ другая часть окружносги. 
Проведемъ зинио РМ паразаельно лиши АВ на разстояни г 
оть нея и, раздфаивъ дугу АЕВ въ точке Е пополамь, опишемь 
рашусомь АЕ изъ точки Г дугу, которая пересёчеть лиино 
ТМ, положимъ, въ точкф О. Точка О будеть центръ вписан- 
наго круга, котораго ращусъ есть г. Проведя прямую чрезъ 
точки О и Е, положимъ что она пересфчеть окружность АСВЕ 
въ точкв С, тогда АСВ будотъ искомый триугольникъ. Воиросъ 
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(а 4" 
возможен, БогАа В > иди, я па> 9", гд6 а означаеть 
дашиу лин АВ и Ё радусъ круга АСВЕ. 

113. 4} Пусть будеть О центръ и ® радтусъ большаго кру- 
та, 0, центръ и » радусъ меньшаго. Изъ О, радусомь &—» 
описываемь, окружность и проводимь изъ О, касатезьную къ 
ней; пусть будеть А точка касашя: Проведя радусъ Ол и про- 
долживъ его ‘до пересёченшя въ точкф М съ окружностью ра- 
Дуса В, проведемъ въ точкв М касательную, которая будегь 
искомая лишя. 

2) Изъ точки 0, радусомъ В + х, описываемь окружность 
и проводимъ изъ О, касательную ией; пусть будеть С точка 
касашя, проведя радусъ ОС, который пересёчеть окружпость 
радуса В въ точкв М№ проводим въ М касательтую, которая 
будеть искомою лишею. 

414. Построивъ уголь АВС равный т, проведемъ линио парал- 
аольную лини АВ, на разстояни хоть нел и длинно, АЪАящую 
уголъ АВС пополамъ; точка пересьчешя О этихъ двухъ лишй есть 
центръ вписаннаго круга. Описавъ этотъ кругь и изъ точки 
В радусомъ А другой кругъ, проведем къ этимь двум 

ую касательную, которая пересфчеть лиши 
ъ Ми №; МВМ будеть искомый триугольникъ, 

115. Отложивъ во второмъ кругв хорду равную а и описавъ 
концентрическую окружность, кабательную къ этой хори%, при- 
водимь вопросъ къ задач 413. 

416. Вопросъ приводится къ задачв 113. 

117. Изъ центра С круга О, проводимъ периендикуляръ СМ 
хь лини АВ, и беремъ на продолжеши его МС, = МС; изъ С, 
описываемь радусомъ круга О, окружность О, и проводимь 
общую касательную къ кругамъ О и 0,; эта лиша пересфчеть 


АВ въ искомой точкф. Вопросъ допускаеть четыре решен. 
Аб _ т 


448. Раздфаивъ хорду АВ въ точкь С такъ, чтобы т 


и раздфливъ пополамъ въ точкВ М, дугу, стягиваемую хордою 
АВ, проведемъ чрезъ Ми С аиийо, которая пересфчеть окруж- 
ность въ искомой точк®. * 

119. Дуга, стягиваемая хордою, есть шестан часть окружности. 

420. Два перпендикулярныхь можду собою даметра дфаятъ 
окружность на четыре равныя части. 

121. Если раздфлимъ рамусъ въ крайнемъ и ‘средиемъ отио- 
шеши, то хорда, равная большей части радиуса, стлгиваеть ду- 
гу равную десятой части окружности (смотр. $ 136). 

422. Изъ вершины 4 примаго угла ВАС описываемь произ- 
вольнымь радусомъ дугу, которая пересфчеть стороны угла 
въ точкахь Ви С. На дуг6 ВС откаадываемь хорду СВ равную 
радусу, тогда дуга ОВ будеть третья часть четверти окруж- 
пости, а уголь САБ третья часть прямаго угла, 
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123. Кь срединф дуги АВ проводимъ касательную, которая 
Пересёчеть стороны ОА и ОВ, положимъ въ точкахь Ми №; 
кругъ, вписанный въ равпобедренный триугольникь МОХ, есть 
искомый кругъ. 

424 Означивъ разстояше тот 


и А оть центра чрезъ 4, опи- 


шемъь изъ точки А радусомъ 7 ("‘ — 4*) дугу, которая 


пересъчетъ окружность, положимъ, въ В; искомая хорда прой- 
детъ чрезъ точки А и В. 
125. Пусть будеть М точка прикосновеня касательной, про- 
АМ 


веденной отъ точки А къ круг: ‚ описы- 


вавмъ дугу, которая пересфчетъ кругъ, положимь, въ точк® 
№ лишя, проходящая чрезъ точки А и №, будетъ искомая с 
кущая. Вопросъ возможен только тогда, когда разсголне точки. 
А отъ центра мензе тройнаго радгуса. 

120, Пусть будегь М точка прикосновешя касательной, про- 
веденной отъ точки А къ кругу; изъ точки 4, радусомъ 


АМ у =) описываемь дугу, которая пересбчетъ кругъ, по- 


зожимъ въ точкь М линя, проходящая чрезь точви А и М, 
будеть искомая съкущая. Вопросъ возможен только тогда, 
т 
т 
стояше центра его отъ точки 4. 
127. Продояживъ лиши до взаимнаго пересьчешя, впишемть 
кругь въ триугольникъ ими составленный 
128. Пусть будеть О центръ даннаго круга, АМ одна изъ 
аишй, проведенныхъ отъ точки А къ окружности, положимь, 
что эта лишя дфаится въ точк& Мна части въ отношени т: я. 
Раздфливъ линио АО въ точкВ С на части въ отношени т: и и 
амфтивъ, что триугольники АМС и АМО подобны, найдемъь 
=". 
пт 
дятсн оть С на одинакомъ разстояни, и поэтому искомое 
геометрическое мёсто есть кругъ, описанный изъ точки С ра- 


когда 4 < х, ГАВ › означаетъь радусъ круга, а @ раз- 


МО. Это значить, что всё точки дфлешя нахо- 


И т 
Мусомъ РЕН м0. 


129. Продолживъ лиши АВ и ММ до пересёченя въ №, от- 
кладываемъ на лини ММ часть ГО равиую средней пропор- 
щональной между лишями АЁ и кругъ, проходащй чрезъ 
три точки 4, ВиО будетъ искомый кругъ. Вопросъ допускаетъ 
два рёшени, соотьфтствующия положению О съ львой и съ правой 
стороны отъ Г. Вопросъ невозможенъ, когда точка пересёченя 
яший АВ и ММ аежить между точками А и В. 
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430. Изъ точки пересфчешя Г двухь зи АВ и МА про- 
водимь прямую ГО, дЪаящую уголь между ними ипополамъ; 
на этой ими зежить центръ искомаго круга. Изъ Сопускаемъ 
перпендикудиръ Ср на линно ОЁ и продолжаемъ его до точки 
Л, такъ чтобы ОЕ = С0; искомый кругъ пройдетъ чрезъ точки 
Ки Си вопросъ приводится къ задач 199. 

131. Проведя чрезъ точки А и В кругъ, пересвкающи! дан- 
вый кругь въ точкахъ Ми М, положимъ, что продолжешя ли- 
шй АВ и ММ пересзкутся въ точкВ 5; изъ точки 5 проводим“ 
тельную къ данному кругу и пусть будетъ Тточка касашя; 
кругъ, проходищй чрезъ три точки 4, В и Т, будет искомый 
кругь, потому что $7" = $5М. $№ = 54. 58, т. в. 5Т будеть 
касательная къ кругу, проходящему чрезъ точки А и В. 
Вопросъ допускаеть два рёшешя, соотвфтствующихь двумъ 
сательнымь, проводеннымь изъ точки 5 къ данному кругу, 
в. вишнему и внутренному прикосновенйю двухъ круговъ. 

132. Изъ центра О дапнаго круга опускаемь па линию ММ, 
перпендикуляръ ОО, который пересфчеть кругъ въ точкахь В иР, 
на зинш РА берем точку Х такъ, чтобы лишя РХ была четвер - 
тая пропорщюональная къ тремъ лишииь РА, РО и РА. Круг, 
ироходяний чрезь точки А и Х и касательный къ аини ММ 
‘задача 134), есть искомый кругъ. Въ самомъ да, положимъ, 


что этоть кругъ касается лини ММ въ точкЪ Т и пусть будетъ 
С точка пересфчеши линй: ТР съ дапнымъ кругомъ: изъ подо- 
триугольниковь ТРО и КСР слфдуетъ РО. РВ = ТР. СР и, 


по построеийю, ТР. СР = РХ. АР, слЪдов. С есть общая точка 
объихъ окружностей ($ 100), а изъ равенства угловъ ОСР п 
70$ (гдЪ 5 есть центръ искомаго круга) слфдуетъ, что точки 5, 
Си О лежать на одной прямой. 

433. Проведи параллель 4,В, къ лини АВ на разстояни готъ 
нея и параллель М,М, къ лиш ММ на разстояни № отъ нел, 
опишемь окружность, проходящую чрезъ центръ даннаго кру- 
га и касательную къ прямымъ 4,В, и М.М, (задача 130). Пусть 
будеть К радусъ этого круга; тогда кругъ, описанный изъ 10- 
го же центра радусомь К —", будетъ искомый кругъ. 


кругъ. 
центры данных круговъ радусовъ 
линш О, О, возьмемъ точку Гтакъ, 


В 
чтобы ;› тогда касательная, проведениая оть точки 


ол 
Гкъ одному изъ данвыхъ круговъ, будеть также касатель. 
ною и къ другому кругу. Пусть будуть Ти 5 точки касанй. 


—2 


На лиши, идущей оть 1 къ 4, опредёлимь часть ГА равную чет- 
вертой пропорцшальной между лишями 14,17 и 1$ такъ, чтобы 
ЛА 


У 


и проведемь кругь чрезъ точки 4 и Х, касатель- 


т, 
ный къ кругу радуса ^ (задача 131); этоть кругь будегь ис- 
комый. Въ самомъ фа пусть будетъ О центръ его, № точка 
касашя его съ кругомь 0, Ми Н точки пересфчешя лини 
ТМ 


№ съ кругами 0, и О; тогда 1$Т = 11". р =". тн = 


У... т = ТМ. 1М, сафдов. 1Х.1А = ИУ.1М, и потому точ- 


ка М принадаежить кругу О, а такъ какъ О.М и ОМ парал- 
дельпы лини О,Н, то точки О,М и 0, лежать на одной иря- 
мой линш, т. е, точка М будеть точка касашя 

136, Пусть будеть г<л, <г, и 0, О, иО, центры круговъ ра- 
дусовь г, т, и х,. Изъ точки О, радусомь г,—^ и изъ точки 
0. радусомъ », — г описываемъ окружности и проводимь ок- 
ружность касательпую къ нимь и проходящую чрезъ точку 
(Задача 135). Пусть будеть В радусъ этого круга; тогда кон- 
центричесмй кругь ражуса А—» будеть искомый кругь. 

437. Па сторонахь угла А беремь кая нибудь точки В и с 
и, соединив ихъ, почожимь, что точка пере ьчешя линий д%- 
члщихь углы АВС и АСВ ноноламъ, есть 1, тогда лишя 14 раз- 
ИТлить уголь А пополамь 

133. Вь какой нибудь точкё А прямой АВ возставаяемъ пер- 
пендикулярь АР и, продолжив его, откладываемь па немъ 
10 = АР. Вообразимъ линно чрезъ точки Ри К торая пере- 
свчеть АВ въ точкв Н и линю чрезъ точки О и 1, которая 
перосвчеть 4В въ точкв 1, наконець проводимь лиино чрезъ 
точки Ри Ю, которая пересфчеть прямую НО въ точь Е; ди- 
ны 1 будеть искомый перпендикуляръ. 

139. Изъ точки В опускаемь перпендикузяръ па линйо АС и 
изъ точки С перпендикуляръ на линйо АВ (задача 138); поло- 
жимь, что эти два перпендикуляра пересфкутся въ точкё 0; 
лишя АО будетъь искомый периендикуляръ. 

140. Вообразимь зинно чрезъ точки Ви и возьмем на про- 
должеши ея произвольную точку 0; пусть будеть, кромё то- 
го, Е какая нибудь точка. Вообразивъ четыреугольникъ В СЕР, 
проведемь чрезь 4‘ параллель къ дагонааи ВЕ, которая пере- 
свчетъ ОЕ въ точкВ Е, и чрезъ Е параллель къ СЕ, которая 
пересфчеть дагональ ОС въ точки С; лиш, проходящая чрез 
точки А и © будеть искомая лини; это сафдуетъ изь подобя 
триугольников® АЕ и ВЕ 

141. Проведя чрезъь точку В проилвольную аинйо ВС и ли- 
но М ей паразаельную, положимъ, что ГЛ пересл И 
АВ н АС въ точвахь Ви К, 
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142 Проведя линно ГМ параллельную ини АВ и вообразивь 
прамыя ГВ и МА, которыя пересзкутся вЪ точЕВ О опредЪ- 
димъ разстояше между точками Ги В (задача 144) тогда най- 
М (гв — ОГ) 
демъ 48 —=—— Пу 


443. Опредёливъ разстолше точекь Аи В (зэдача 142 и опу- 
стивъ порпендивуларь ЕК, изъ точки С на линйо АВ, (задача 
139), проведемъ какую нибудь прямую, пара.мельную заши АВ 
(задача 140). Положимъ, что эта прямая поросфчеть диши са, 

АВ 


СКи СВ въ точкахъ Ё, Ми М, тогда КС=туи „МС. 


ГЛАВА Ут 
444. Проведя въ даниомъ кругв. какой нибудь д’аметрь 4ОВ 
и периендикулярный къ нему радусъ ОС, опишемь изъ среди- 
ны М {уса Од окружность рамусомъ МС; положимъ, 
ь рамусь ОВ въ точке 0; С9 
плтиугольника. Она равияется 


У. 
Г з 
145. Въ данпомъ кругф откладываемъ хорду АВ, равную ра- 
дусу и на дуг АВ хорду АС, равную сторонф вписаннаго де- 
слтиугольника, тогда хорда ВС будетъ сторона вписаниаго пят- 


надцатнугольника; она равна т (УбЗуз-+уз —у 


. 447. Искомый радусъ 


146. Искомый радусъ = 
148. Искомый радусъ 
и 
У 6+ 5. 


450. Искомый ращусъ = У 0+9 у 5. 


151. Сторона вписаннаго двфиздцатиугольника = гУз—\УЗ 


9» (2—У 3). 


159. Сторона описаннаго двфнадцатиугольник 
453. Сторона вписаннаго осьмиугольника = 7 \2, асто- 


рона описаннаго = 9^ (8—1. 
а 
454. Радусъ вписан. круга = к „а радусъ описан. = У 23 
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155. Радусъ впис. круга: › а радгусъ описан.= 


ее 
Уз УЗ. 


156 Радусь вписан. круга=“ Уз. и радусъ описан. =а. 
157. Ращусъ вписаннаго круга =15 у 25-10 УБ,а ра- 


: р и 5х а "АТР Гея 
‚Мусъ описаниаго круга = тб У 50—10 Уз: 


а у5-+? у 


5 ; 


158 Радусъ вписаннаго круга = 


описаннаго круга = вв м). | 


159. Радусъ вписапнаго круга ‚ а радусъ 


описаниаго круга =а У? Уз. 


160. Означимь искомый радбусъ вписаннаго круга чрезъ х, 
Р Н К 
и искомый радусь описаниаго круга чрезъ А „, тогда = 


ГЛАВА Уп. 


161. Линт злельная основанию. 
162. Площадь равна 18150, 184 кв. +. 163. Паощадь равна 
1388,6 кв. +. 


164. Площадь равиа 397, 42 кв. +. 165. Площадь равиа 7. 


106 Опишемь на мици 48=а дугу АСВ, выыщающую данный 
Уголь т, и пусть будеть радгусъ этой дуги ». Опредфливь ади- 
но | такъ, чтобы К была средняя пропорщюнальная между 5 
и |, проведемъ паралаель къ лин АВ, на разстоя Тотъ нея 
и позожимьъ, что она пересфчетъ дугу АСВ въ точк С; АСВ 


будеть искомый триугольникъ. Вопросъ допускаеть два рёше- 
ше, одно рёшеше, или ошъ певозможенъ, смотря потому, бу- 


деть зи —, меньше, равно пли больше г = т 


знакъ -- относится къ тому случаю, когда т означаетъ ос- 
трый, а знакь — когда т означаетъ тупой уголь. 
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167. Тоже иостроене какъ въ 166._ 

168. Раздёливъ сторону АВ въ точк» Е на дв’ части вт, от- 
ношеши т: », положимъ, что АЕ < ЕО; откладываемъ на РО 
часть ЕР = АЕ; ирямал, проходящая чрезъ средину лини ВК 
параллельно лиши ГЬГ есть искомая лишя. ® 

469 Даг ь даннаго квадрата есть сторона искомаго. 

470. Половина дагонали даннаго квадрата есть сторона искомаго. 

171. Средняя пропорцюнальная между основашемь и высо- 
тою даннаго параллелограмма есть сторона искомаго квадрата. 

473. Средняя пропорщюнальная между основашемъ и полови- 
нойвысоты даннаго триугольника есть сторона искомаго квадрата. 

173. Опредфаить четвертую пропорщюнальную къ тремъ ли- 
нм Н, била В, бий. 

174. Построивъ прямоугольный триутольникъ АВС, котораго 
катеты АВ и ВС равны а и $, строимъ на гипотенузв 46 пря- 
моугольный триугольникъ АСЬ, котораго катеты будуть АС и 
с и.т.д 
475. Строимъ прямоугольный триугольникъ, котораго гипоте- 
нуза есть а и одинъ изъ катетовъ #. 

470. Замфтивь, что 154 = 12* + 3* + 4", приводимь вопросъ 
къ опредфаенйо стороны квадрата, равнонеликаго сумм трехъ 
квадратовъ, которыхъ стороны соотвтственно равны 12, Зи1. 

177. Въ точкф В проводимъ периендикуляръ ВС къ лини ВА 
и беремъ ВС въ срединф лиши АС’ возставаяемь къ АС 
перпендикулиръ, который поресфчеть линйо АВ въ точкф 0; въ 
точк 0) возставаяемъ къ лиши 4В перпендикуляръ, который 
пересфчеть прямую М въ искомой точкЪ. Вопросъ допускаеть 
два ршенйя. 

178. На линш АВ = А описываем полукругь и, опредфаивъ 
четвертую ипропорщюнальную / къ тремъ зинямъ А, бий, и 
водимъ параллель къ прямой АВ на разстояни / отъ нея. По- 
зожимъ, что ‘а параллель пересфчеть окружность въ точкв 
С; АС и ВС будуть ‚искомыя лиши. Вопросъ возможенъ только 


тогда, когда &й < т 
479. Раздфзимъ какую нибудь линйо АВ въ точк С на ДВ 


части въ отношени 3: 5$, опишемъ на АВ позукругь и воз- 
ставимъ въ С перпендикуляръ къ АВ, который пересёчеть окруж- 
ность, положим, въ точкВ Н; па лини НВ отзожимъ часть ЯК, 
равную сторонф даннаго квадрата, и проводемъ чрезъ К парал- 
дель къ АВ, которая пересьчеть линйо АН, положимъ, въ точ- 
кЪ Г; НЕ будетъ сторона искомаго квадрата. Построеше воз- 


можно, когда АВ > У 109 ‚4 К есть сторона даннаго квадр. 


180. Раздфливъ основане на зв равныхъ частей, соединимь 
вершину съ точками дфленя основаня. 

181. Обративъ многоугольникь въ равновеликй триуголь- 
никъ, приводимь вопросъ къ задач 173. 
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182. Пусть будуть а и а, сходственныя сторопы двухъ дан- 
ныхъ многоугольниковъ, тогда сторона искомаго многоугольни- 
ка будеть у/а’чнаг. 

183. Если а есть одна изъ сторонъ даннаго мпогоугольшика, то 


сходственная сторона искомаго многоугольника будетьа} -—. 


184. Пусть будуть с и с, сторопы двухъ квадратовъ, равно- 
великихъь даниымъ многоугольникамьъ и а одна ‘изъ сторон 
перваго изъ двухъ многоугольников», тогда сходственная сто- 

ас. 


рона искомаго многоугольника будетъ 


с 
185. Построивъ прямоугольный триугольникъ АВС, котораго 
катеты АВ и ВС равны сторонамъ двухъ данныхь квадратов, 
опустимъ изъ вершины В прямаго угла перпепдикуляръ В) на 
гипотенузу; части гипотенузы АР и РС суть искомыл лиши. 
186. Площадь равна 23,45 кв. $. 
187. Площадь трапещи равна 


а+ь — 
%(@а—5)\у‘@еч+а-а—) (сна —“)(е-на—&—4).(а--4—6—6). 


188. Изъ точки В опускаемъ на сторону АС периендикузиръ» 
который пересёчеть вв, положимть, въ точкф Г; опредфлимъ на 
сторон 4С такую точку Е, чтобъ АЕ быдла средняя пропор- 


ь А 
Щональныя между 5 и 1,6, тогда перпепдикуляръ, возста- 


влонный къ лин АС въ точк Е, будеть искомая линия. 

189. Чрезъ средину Д лини АС проводимъ параллель къ чи- 
ши ОВ, которая пересфчеть сторону ВС, положимъ, въ точкв 
Е; ОЕ будетъ искомая лин. 

190. Раздвливъ сторону АС въ точкахь Г и М на три рав- 
ныл части, проведемъ чрезъ Г. параллель къ АВ и чрезъ М па- 
ралаель къ ВС; точка пересвченй этихъ двухь лишй есть иско- 
‘мая точка. 

194. Перпендикуляръ, опущенный изъ точки В на сторону 
АС, двлимъ въ точк® Г на Двф части въ отношеши т: в 
и перпендикуляръ, опущенный изъ точки С на сторону АВ, А’ 
зимъ въ точкв М на дв части въ отношенм и: т +" Про- 
ведемь чр: Т, параллель къ АС и чрезъ М паралаель къ АВ; 
перёсёчене этихъ двухъ параллелей есть искомая точка. 


199. ‘Лин, отстоящая отъ вершины на разстояще а тАЪ 


/ означаетъь высоту триугольпика, раздфалетъь триугольникъ 
пополамь. 

193. Высота искомаго прямоугольника есть четвертая пропор- 
щональная къ длишямъ а, 6 ий. 

194. На лишм АВ, равной р, онишемъ позукругъ и проведемъ 
параллель къ прямой АВ на разстоянми А отъ нея; изъ точки 
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пересёченя М этой паралаели съ окружностью опустимъ пер- 
пендикуларъ ММ на даметръ 4В; лиши АМ и МВ ‘будутъ сто- 
роны искомаго прямоугольника. т 


Вопросъ возможенъ, когда А небольше т 


195. Обративъ данный прямоугозльникъ въ равновеликй! квад- 
ратъ, приводимъ вопросъ къ задач 194. 

196. На лини АВ = р опишемъ полукруг и отложимь хорду 
4С = К; изъ точки С опустимъ перпендикуляръ СО на даметръ, 
АВ; АО будетъ искомая часть лиши АВ. Вопросъ возможень 
когда К < р. И 


197. Изъ какой пибудь точки О опишемъ кругь радусомь 


равнымь — и проведемъ въ какой нибудь точкв М окружно- 


сти касательную МУ 
озружност 
маго прямоугольник: 

198. На зиши АВ = а опишемъ по. 


м"ь, что линя МО пересъчеть 
АМ и ВМ будуть стороны иско- 


укругь и проведемь па- 


А" 
азстолши = — оть нея. Положимъ, что 


эта параллель пере! 
будетъ искомый триугольникъ, 


кность въ точкв С; тогда АВС 


Вопросъ возможень только тогда, когда № небольше =. 


199. Пусть будеть! длина касательной, проведенной чрезъ точку 
А 


А, г вифшияя часть сфкущей, тогда 2‘ — (#+ в)" 5 = 0. 
Вопросъ возможенъ когда А > (. Ей 
' } Уз (Уз — 1). 


200. Положимъ, что й > 1, > 4, и ностроимь триугольникь 
д; ВС 


изъ 4 периендикулирь 47 на сторопу ВС и возьме 
перпендикулярв часть ПАР =; за 5 проведемь чрезь Г 
аиши паразаельныя сторонамь АС и АВ, орыл пересфкуть 
прямую ВС, положим, въ М и №; ЬММУ будеть искомый три- 
‘угольникъ. 


АВС, котораго стороны АВ й, и 46—""*.Оиу тимь 
и, 


Вопросъ возможень только тогда, когда АИ, -< ИИ, + 14. 


201. Основаше у и высота 2 искомаго прямоугольника опре- 
ДБляются изъ уравненй: х.у = А"; уй -- 26 == И, гАЪ К есть 
сторона даннаго квадрата. 


Вопросъ возможешь когда А не мене м 
ь 


202. Площадь равна 3»*. 
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СА 
203. Площадь триугольника равна = —— › ПЯТИугольпика— 
= За*УЗ 
У 25 10/5, шестиугольника = У ‚ десятиугольника 


баз ‚ дввнадцатиугольника—За* (2 Уз 

204. Площадь описаннаго квадрата равняется 3%", а шестиуголь- 

4 

пика —. к 

205. Проведя чрезъ точку В линию ГМ параллельно лини ВС, 
положимь, что она пересфчеть сторону АВвъ точкВ Г; соста- 
вимъ паразлелограмиъ ВАММ№, равновелиый данному параллело- 
грамму; въ точкё № возставимь къ лини ВС перпендикуляръ 
МР, лежащи! ви угла АВС, и составимь прямоугольный 1 
угольникь МРТ такь, чтобы катеть МР == Г), гипотен а 
РТ=ЬМ и катеть МТ быль бы продолжен! стороны ВМ; 
прямая, проходящая чрез п лишя. 

Вопросъ возможенъ только тогда, когда точка Ю лежить ме- 
жду точками № и Ми когда ЕО < ОМ, 


ГЛАВА УШ. 


#7. 
206. Отношеше двухъ угловъ равно -—. 


907. Площадь круга равна 149 04. квадр. Фут. 
208. Площадь круга равна 569,55... квадр. Фут. 


209. 463,7... метр. ь 
Но. Задия ое дВлаютъ приблизительно 398, а передя 


506 оборотовъ. 


241. Дуга равна 0,29598.. тут. 
212. ль паралаельнаго круга равенъ 4341989 метр. 
9 я 


213. Площадь сегмента равна 
914. Даметрь равенъ 60,3401... Фут. 
915. Радусь равенъ 15,4158. „.оут. 
216. Площадь сектора равна 65,4499..... кв. 
947. Радусъ равен 163,141 


218 Радусъ равенъ и, к х, 
> 219. Радусь равень и, 


220 Радусы круговъ будуть о; 
20 Радгусы круговъ буду ЕЕ 
и ре 4 


Ут-ичнинт о Ужтьтчничнт Зумчичиг. 
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221.Радусы концентрич. круговъ будуть" / у. „ г 
п 


т 


223. Площадь равна 4" 2 акт. 


223. Чрезъ какую нибудь точку, зежащую на окружности мень- 
шаго круга, проведемъ касательную, которая пересфчеть внфш- 
нюю окружность, положимъ, въ точкахъ А и В; лишя АВ бу- 
деть даметръ искомаго круги 


ЧАСТЬ и. Стерком 
ГЛАВА 1. 


224. Проведя чрезъ А на плоскости ММ дв ирямыя, возста- 
вимЪъ въ этой точкь перпендикуляръ къ нимъ 

225 Проведя на плоскости ММ какую пибудь прамую АВ, 
опустимъ изъ О перпендикуляръь на АВ и положимъ, что он 
встрётитъ линно АВ въ точк% 0; проведемъ чрезъ О на плоскости 
ММ зиню ОР перпепдикулярную къ 48; перпендикуляръ, опу- 
щенный изъ О на аинйо ОР, будетъ искомый перпендикуляръ. 

226. Проведя чрезъ точку О и прямую АВ плоскость, про- 
водимъ на этой плоскости чрезъ точку О линйо параллельную 
зини АВ. 

227. Проведя на плоскости ММ какую нибудь прямую 48, 
проводимъ чрезъ точку О линно ей параллельную. 

228. 1. Если точка О лежитъ на лини АВ, то возставивъ 
въ точкф О два периендикузяры ОР и ОО къ лини! АВ, прове- 
демъ плоскость чрезъ эти перпепдикуляры. 

2. Если точка О лежить внё аиши АВ, то изъ 0 опускаемъ 
перпендикуляръ на линйю АВ, который пересфчеть ве, поло- 
жимъ, въ Р; чрезь точку Р проводимъ линпо РО перпендикуляр- 
ную къ АВ; изоскость,  проходлицая чрезь лини ОР и РО бу- 
деть искомая плоскость. 

229. Чрезъ точку О проводимь зинш ОРи 00, соотвфт- 
ственно параллельныя лишямъ АВ и ММ, плоскость, проходящая 
чрезъ ОРи 00, будетъ искомая плоскость. 

230. Чрезъ какую нибудь точку С прямой АВ проводимъ ли- 
но СО параллельную линш ММ, плоскость, проходящая чрезъ, 
АВ и С, будетъ искомая плоскость. 

234. Опустивъ изъ точки 0 перпендикуляръ ОРна плоскость 
ММ, проведемъ чрезъ точку О плоскость перпендикулярную 
къ лини ОР. 

32 Чрезъ линйо АВ проводимь плоскость параллельную пря- 
мой ММ и чрезъь линно ММ плоскость параллельную ‘прямой 
АВ; разстояше этихъ двухъ плоскостей ость искомов ‘разстояше 
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ГЛАВА ПУ. 


233. Искомая сторона равна 40. 
234. Искомый объемъ воздуха равенъ 43181,5369... куб. +. 
235. 51,48 куб. хут. воды. 
ЗЕЕНЫ 
236. Боковал поверхность равна ЗА Н'-+-—р =3299,53; 


а объемъ равенъ У ви = 15767,7 


а 

237. Высоты полной пирамиды и отсфченной части ея бу- 
тН пН з 

дуть равны „или, Плоскость паразчельная осповашимть 


на разстолши Н. отъ нижияго основашя раз- 


5 т— п 
ДЪаяеть усвченную пирамиду на дв равновелиюя части. 
238. Если чрезъ / означимъ высоту пирамиды, то плоскость 


Й 
у 
АЪлить пирамиду на дв равновелиюя части. 

239. Раздфаивъ какую нибудь сторону осповашя АВС, напр. 
сторону 4В, вь точк® П на части въ отношени т: я, прове- 
демъ плоскость чрезъ три точки 5, Сир. 

н.в. Ув 


параллельная основанйо, отстоящая на отъ вершины, раз- 


240. Объемъ всей пирамиды равенъ ‚аобъемь 


отсфчениой пирамиды равен и 
3 


ГлЛАВАЛУ. 


241. Разстолше равио 6. +. 

249, Изь какой нибудь точки поверхности шара описываем 
на ней окружность какимьъ нибудь рамусомъ г и, взявши на 
этой окружности три кая нибудь точки 4, В и С, строимъ на 
какой нибудь плоскости триугольвикъ АВС и описываемь около 
него кругь. Пусть О будотъ центръ этого круга и 200, ма- 
метръ. Проведя лийю ОЕ перпендикулярно къ этому д!аметру, 
построимъ прямоугольный триугольникъ РОЁ, въ которомь ги- 
потенуза РЕ =». Если въ срединф лиши РЕ возставимь пер- 
пендикулпръ и продолжимъ его до пересфчешя съ зишею ОЕ, 
или съ продолхешемь ел въ точк® Р, тогда РЕ будеть искомый 
радусъ. 

943. Объемь усьченнаго конуса равешь 2,56943 куб, +. 


244. Объемъ шара равенъ $ —. 
вут 

245. Поверхность равна 5099962 квадр. мир!аметр; объемъ 
равенъ приблизительно 1081 милмюновъ кубич. мир!аметровъ 

246. Радусъ шара равенъ 0,289.. ут. 

247. Радусъ равенъ 1,336. ‚ут. 

248. Поверхность пояса равна 909800 квад. мир!амотр. 

249. Поверхность полосы равна 210600 квар. мир!аметр. 

250. Высота цилиндра равна 3,447.. хут. 

351. Объемъ конуса равенъ 1047,87... куб. ут. 

252. Радтусъ равенъ 0,6827... хут. 

253. Высота литра равна 1,7205 дециметр., а ралусъ осно- 
вашя равенъ 0,4304 дециметр. 

254. Поверхности двухъ цилиндровъ равны, а объемы ихъ 0б- 
ратно пропорщональны ихъ высотамъ. 

255. Толщина оболочки равна 0,0007 миллиметр. ° 

256. Замфтивъ, что сторона описаннаго триугольника равна 


23", а высота его равиа 3”, найдемъ 1) поверхность ша- 
ра —4т”', 2) боковая поверхность цилиндра — 41/*, а полная 
поверхность — 6т”‘; 3) боковая поверхность конуса — бти", 


полная поверхность его — 9‘; 4) объемъ шара — т, 
5) объемъ цилиндра — Эт’, 6) объемь конуса — Зт”". 
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